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Vorrede zur zweiten • Auflage. 



Als im Jahre 1867 die erste Auflage meiner Aufgaben 
aus der analytischen Statik erschien, beehrte der Herr Hof- 
rath Prof. Dr. Schlömilch, dessen Assistent ich damals war, 
die Schrift mit einer Vorrede, der ich Folgendes entnehme: 
„Weim es schon zur tieferen Kenntniss einer fremden 
Sprache unerlässlich ist, nicht nur das Geschriebene oder 
Gesprochene zu verstehen, sondern auch selbst die Sprache 
reden zu können, so darf man von der Sprache der exacten 
Wissenschaften um so mehr behaupten, dass sie nicht blos 
gelernt, sondern auch geübt sein will. Findet man doch 
häufig genug unter seinen Zuhörern solche, keineswegs un- 
begabte Studirende, welche zwar alles Vorgetragene bestens 
verstanden haben, die sich aber äusserst ungeschickt an- 
stellen, sobald ihnen die sielbständige Lösung einer Aufgabe 
zugemuthet wird, die etwas mehr verlangt, als die Substi- 
tution specieller Werthe in allgemeine Formeln. Dieser 
Erfahrung dankt das Dresdener Polytechnikum schon seit 
langer Zeit die bewährte Einrichtung, den Vorträgen über 
reine und angewandte Mathematik besondere Bepetitionen 
beizugeben. Letztere beschränken sich nicht auf eine blosse 
Wiederholung des Vorgetragenen, vielmehr suchen sie durch 
zahlreiche Beispiele, welche von den Studirenden theils 
coram omnibus weiss auf schwarz gerechnet, theils zu Hause 
bearbeitet werden, dem Jünger der Wissenschaft die er- 
forderliche Gewandtheit in der Lösung von Aufgaben zu 
verschaflFen. 

Sowohl für Bepetitionen als für das Selbststudium ist 
eine Aufgabensammlimg ohne Zweifel ein willkommenes 
Hülfsmittel, und da in der That keine Sammlung von Auf- 
gaben aus der analytischen Mechanik existirt, welche den 



IV Vorwort. 

Bedürfiiissen der Studirenden an Universitäten und polytech- 
nischen Instituten entspricht, so dürfte das vorliegende Buch 
wohl als eine zeitgemasse Erscheinung gelten. Der erste 
Theil desselben, welchem ein zweiter unverzüglich folgen 
wird, enthält nur Aufgaben aus der Statik fester Körper, 
wobei Probleme über die Elasticität und Festigkeit aus- 
geschlossen wurden, weil diese an polytechnischen Schulen 
in besonderen Vorlesungen ausführlich behandelt zu werden 
pflegen. Die meisten der mitgetheilten, für das erste Stu- 
dium der analytischen Mechanik berechneten Aufgaben sind 
neu; Bekanntes ist selten und nur dann aufgenommen wor- 
den, wenn sich später eine Verweisung darauf nöthig machte. 
Bei schwereren Aufgaben findet man eine Andeutung über 
den Gang der Auflösung, bei leichteren ist nur das Resultat 
angegeben. Und damit sei diese anspruchslose, jedenfalls 
aber brauchbare Schrift den Lehrern und Jüngern der 
Wissenschaft bestens empfohlen. 

Dresden, im August 1867. Schlömilch." 

Ich habe diesen Worten wenig beizufügen. Zunächst 
möchte ich noch einmal betonen, dass die Schrift ein üebungs- 
buch für Anfänger sein will, sich nicht die Aufgabe gestellt 
hat, alle Gebiete der analytischen Mechanik zn umfassen, 
als üebungsbuch aber nicht allein für Studirende an Univer- 
sitäten und technischen Hochschulen sich eignet, sondern 
von allen Denen benutzt werden kann, welche mit den 
Elementen der Mechanik, wie mit den Anfangsgründen der 
Differential- und Integralrechnung bekannt sind, also z. B. 
von den Angehörigen technischer Mittelschulen. 

Sodann möchte ich hervorheben, dass die den einzelnen 
Capiteln vorausgeschickten „Zusammenstellungen" nur an die 
zur Anwendung gelangenden Sätze erinnern sollen, nicht 
aber die Herleitung derselben geben, vielmehr letztere den 
zahlreichen Lehrbüchern der Mechanik überlassen. 

Die vorliegende zweite Auflage ist eine wesentlich ver- 
besserte und vermehrte. 

Dresden, im December 1878. 

A. Fulinuaim. 
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Einleitung. 



Aufgaben über die Bestimmung der Masse und des 
Gewichtes ungleichförmig dichter Körper. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Zwischen der Masse Jf , dem Volumen Y und der Dich- 
tigkeit f eines homogenen Körpers besteht bekanntlich die Be- 
ziehung 

1) M^ Fe. 

Ist der Körper nach einem bestimmten Gesetze veränderlich 
dicht, bezieht man ihn auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
und versteht unter f die im Punkte xyz herrschende Dichtigkeit, 
so geht diese Gleichung über in 

2) M='f6dV, 

wobei das Integral ein einfaches, wenn man die Volumenelemente 
lamellenartig, also mit nur einer unendlich kleinen Dimension, 
wählen kann, ein doppeltes, wenn dieselben stabförmig sind, ein 
dreifaches, wenn sie drei unendlich kleine Ausdehnungen haben. 
Im letzteren Falle hat die Gleichung für rechtwinklige Coor- 
dinaten die Form 

3) M=^jJJtdxdyd0^ 

in welcher e im Allgemeinen eine Function von a?, y und ist. 

Wird der Körper hingegen auf polare Coordinaten (Kugel- 
coordinaten) bezogen und werden diese mit r, if; und w bezeichnet, 
so geht 3) in 

4) M = ffS^^^ ^^ '*/' ^'^ ^® ^^ 
über, worin im Allgemeinen £ = g)(r, 1/;, co). 

Die Grenzen der Integrationen ergeben sich in jedem speciellen 
Falle aus der Natur derjenigen Flächen, welche den Körper ein- 
schliessen. 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 1 



5) 6m ^ 



2 Einleitung. — Aufgaben über die Bestimmung der Masse 

Manchmal ist es vortheilhaft, statt der rechtwinkligen, oder 
statt der Kugelcoordinaten, lieber cylindrische zu nehmen. 

Ist die Masse M eines ungleichförmig dichten Körpers be- 
kannt, so hat man seine mittlere Dichtigkeit Sm nach der Gleichung 

M 

v' 

Unter Beachtung dieser Bemerkungen wird es leicht sein, die 
folgenden Aufgaben zu lösen. 

Aufgabe 1. Die Dichtigkeit s eines geraden elliptischen 
Cylinders von der Höhe h und den Basishalbachsen a und &, 
wächst proportional dem Quadrate des Abstandes von seiner Grund- 
fläche. In der Entfernung 1 von derselben ist sie gleich k. Wel- 
ches ist die Masse M und die mittlere Dichtigkeit Sm des Cylinders? 

Lösung. Nimmt man die Cylinderbasis als xy -Ebene, die 

Achse als ;e^- Achse, so hat man 

h 



-ß 





M==^7tal) kh^ = (ab n) h (^kh^); 

Die mittlere Dichtigkeit ist also -1- von der, welche in der Deck- 
fläche herrscht. 

Aufgabe 2. Ein gerader Ereiscylinder vom Basisradius 
a und der Höhe h besitzt eine Dichtigkeit, welche überall umge- 
kehrt proportional dem Abstände von der Achse ist. Für die 
Einheit dieses Abstandes hat sie den Werth k. Man verlangt die 
Masse und die mittlere Dichtigkeit zu wissen. 

Lösung. Für die Masse ergiebt sich 

M=27tahk] 
für die mittlere Dichtigkeit 

«m = 2 — > 

a 

letztere ist also das Doppelte von der in der Mantelfläche statt- 
findenden. 

Aufgabe 3. Der Basisradius eines geraden Ereiskegels 
ist a, die Höhe c; die Dichtigkeit s ist proportional dem Ab- 



und des Gewichtes ungleichförmig dichter Körper. 3 

stände von der Grundfläche und für die Einheit dieses Abstandes 
gleich K Gesucht werden die Masse M und die mittlere Dichtig- 

KeiL Bjn» 

* 

Lösung. Man flndet leicht, dass 

und 

also die in der Kegelspitze herrschende Dichtigkeit das Vierfache 
der mittleren. 

Aufgabe 4. Die Dichtigkeit einer Kugel ändert sich pro- 
portional dem Radius r nach concentrischen Schalen und hat den 
Werth Tc , wenn r = 1 ist. Der Halbmesser der Oberfläche ist a. 
Zu bestimmen sind die Masse und die mittlere Dichtigkeit. 

Lösung, unter Benutzung von Polarcoordinaten hat man 
(siehe „Zusammenstellung" Gl. 4) 

a 7t 27t 



-Iff 



M=^ 111 Icr^ sin 'tp dr dtjj d(0] 



oder einfacher, wenn unendlich dtinne Hohlkugeln verwendet werden, 

a 



-ß- 



M^ I ]cr,4t7tr^dr. 



M=7tJca^ 



Hieraus folgt: 
und 

Die mittlere Dichtigkeit ist also eben so gross, wie die im Ab- 
stände f a vom Centrum. 

Aufgabe 5, Wie Aufgabe 4, nur mit dem Unterschiede, 

dass sich die Dichtigkeit umgekehrt proportinal dem Quadrate des 

Abstandes vom Mittelpunkte ändert. 

k 
Lösung. Jf= 4:7taJc; e», = 3 -g , d. i. das Dreifache von 

(t 

derjenigen Dichtigkeit, die der Kugeloberfläche zukommt. 

Aufgabe 6. In der aj^-Spur eines mit dem R|idius c con- 
struirten Kugeloctanten, welcher auf ein rechtwinkliges System 
bezogen und so gelegen ist, dass der Coordinatenanfang seinen 

1* 



4 Einleitung. — Aufgaben über die Bestimmung der Masse 

Mittelpunkt bildet, wird eine Gerade gezeichnet, die auf der 
a;- Achse die Strecke OA = a (< c) und auf der ^/-Achse OB = h (< c) 
abschneidet. 

I. Wie gross ist die Masse M desjenigen Theiles des Octanten, 
welcher senkrecht über dem Dreiecke OAB steht, wenn die Dich- 
tigkeit B proportional dem Abstände z von der a?i/- Ebene wächst 
und für z=^l den Werth Tc hat? II. Welche Grösse besitzt sie 
für a = & = c? 

Lösung. I. 



-//■ / 



jaf= / / / kzdxdydß, 



IL Wenn a = 6 = c, so ist die Masse eben so gross, wie die 
einer homogenen Pyramide, deren Basis das Dreieck OAB^ deren 
Höhe c und deren Dichtigkeit gleich derjenigen, welche im obersten 
Punkte des Kugeloctanten herrscht. 

Aufgabe 7. Ein gerader Kreis cy linder (Basisradius a, 
Höhe c) ändert seine Dichtigkeit proportional dem Quadrate des 
Abstandes vom Mittelpunkte der Grundfläche. Im Abstände 1 ist 
das Gewicht der Volumeneinheit gleich Ic. Das Gesammtge wicht 
F wird gesucht; desgleichen das mittlere Gewicht Prn* 

Lösung. Benutzt man ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system (dessen Ursprung mit dem Basiscentrum und dessen >Achse 
mit der Cylinderachse zusammenfällt), so ist 

P=4.k I I I (x^ + y^'+0^)dxdyd0; 



bei Verwendung cylin drischer Coordinaten hingegen 



a ^ 



t/// 



P==4A;I I / {r^ + z^)rdrddd0. 



Das letzte dieser Integrale ist das einfachere und liefert 
mithin 



und des Gewichtes ungleichförmig dichter Körper. 5 

Aufgabe 8. Ein mit dem Halbmesser Tc beschriebener Viertel- 
kreis OAB bildet die Grundfläche eines senkrechten cylindrischen 
Körpers OABGDE^ welcher oben durch eine Ebene ODE be- 
grenzt ist. Die drei (vertical stehenden) Kanten ABy BE und 
OC dieses Körpers haben, der Reihe nach, die Längen a, 6, c. 
Die Dichtigkeit ist proportional dem Quadrate des Abstandes von 
der Kante OC, Im Abstände 1 von OC wiegt die Volumenein- 
heit n Kilogramm. Man soll das Gewicht P und das mittlere 
Gewicht pm (<ier Einheit) berechnen. 

Lösung. Wird der Körper auf ein rechtwinkliges Coordi- 

natensystem bezogen, dessen a;- Achse mit OÄ^ dessen 2/ -Achse 

mit OB und dessen ;s?- Achse mit OC zusammenfällt, und wird zur 

Abkürzung 

ck cJc 

= «^ Z — i: = P 



c — a 



gesetzt, so hat man für das Gewicht 



==cn / /ix' + y')(l-~-^)dxdy 





und für das Volumen 

* y¥z^3 



'ff{'-7-j)''"- 





Werden hingegen Polarcoordinaten (r und 0) an Stelle der recht- 
winkligen (x und y) benutzt, so ist 

( I 2/^1 rcosd rsinO\ ^ 
= cn I I r^ll — jrdrdUf 



F 








r cos r sin 
cc ß 



) 



r 



drdd. 



. 
Aus diesen Gleichungen folgt für das Gewicht des ganzen 

Körpers 

p==^ {Sjtc + S(a + b — 2c)} nh^ 

und für das mittlere Gewicht der Volumeneinheit desselben 

_ 3 67tc + S(a + b-2c) ^ 

^'^^'^^'S7tc + 4.{a + h-2cf^' 



6 Einleitung. — Aufgaben über die Bestimmung der Masse etc. 

Aufgabe 0. Auf den Achsen der x, y und z eines recht- 
winkligen Coordinatensystems schneidet eine Ebene die Strecken 
OA^a, OB-=^b und 00 ^c ab. Welches Gewicht P hat die 
Pyramide OABO^ wenn das der Volumeneinheit im Abstände 1 
von gleich h ist und es sich nach Eugelschalen, die um con- 
centrisch sind, proportional dem Quadrate der Entfernung von 
diesem Punkte ändert? Welches ist das mittlere Gewicht pm der 
Pyramide? 

Lösung. Man findet 

oder, wenn das Gewicht der Volumeneinheit, welches im Punkte 
ahc herrschen würde, mit y bezeichnet wird, 

Für das mittlere Gewicht ergiebt sich 

Pm == tV^ («^ + ^^ + c^) == i-^y^ 

Aufgabe 10. Die Dichtigkeit eines Körpers, welcher von 
der Fasspunktfläche eines dreiachsigen Ellipsoids um- 
schlossen ist, ändert sich umgekehrt proportional dem Abstände 
vom Flächenmittelpunkte und ist für die Einheit dieses Abstan- 
des =h. Wie gross ist seine Masse? 

Lösung. Bezeichnet man mit r^ den Radius vector des all- 
gemeinen Oberflächenpunktes, so ist 

2^ TT Ti in It 



M- 



=> / / / — r^sinipd(odipdr = ^k J j r^sint\>d(üdt\>. 





Da nun die Gleichung der Fusspunktfläche des aus den Halbachsen 
a, h und c, construirten Ellipsoids für rechtwinklige Coordinaten 

(I* + »J* + ff = an^ + hW + cH\ 
also für polare 

Tj^ = a* cos^ ifj + h^ sin? i\> cos^ co -f c^ sin^ i/; siv? co 

ist, so ergiebt sich für die Masse 

Jf=|«fc(a* + &« + c*), 

d. i. die Hälfte von der einer Kugel, welche die constante Dich- 

h 



tigkeit und den Radius y a? -{-J)^ -{-c^ hat. 

Y o^ + b'^ + c^ 



Capitel I. 



Aufgaben über das Oleichgewicht eines YOllkommen 

freien Punktes. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Den Lösungen der in .diesem Capitel folgenden Aufgaben 
liegt der bekannte Satz zu Grunde, dass man mittelst des Kräfte- 
parallelogrammes beliebig viele Kräfte, welche an einem Punkte 
angreifen, zusammensetzen oder zerlegen und damit über das 
Vorhandensein oder Nichtvorhandensein des Gleichgewichts ur- 
theilen kann. 

Aufgabe 11. Auf einen Punkt wirken die Kräfte Pj, Pg, 

Pg, Pn, welche mit den Achsen eines rechtwinkligen Coordina- 

tensystems die Winkel a^, «g» ^st ^nt ßi-, ß^y ßzi ßnj 

71) 72} 7Qy 7n (cliö stets in demselben Sinne zu zählen sind) 

bilden. Man sucht I. die Eesultante R der Kräfte nach Grösse 
und Richtung; IL die Bedingungen für das Gleichgewicht des 
Punktes. 

Lösung. I. Werden die Kräfte P^, Pg, P„ in Compo- 

nenten zerlegt, welche parallel zu den Coordinatenachsen wirken, 

werden diese Componenten mit X^, Y^, Z^, bezeichnet, und 

wird-S(Pco5a)=X, 2{Fcosß)= T, S{Fcosy) = Z gesetzt, so ist 

cos(B, X) = J cos(R, r) = |, cö5(J2,Z) = |, 

womit Grösse und Eachtung der Eesultante bestimmt sind. 

11. Im Gleichgewichte befindet sich der Punkt, wenn 

Z=-S(Pco5a) = 0, 
r«2;(Pco5|S)='0, 
Z = -S(Pcö5y)=0. 



X=^—7= :=a. 



i ^ 
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Aufgabe 12. Ein frei beweglicher Punkt P, der die Masse 
1 hat und in der Verbindungsgeraden AB von zwei festen Punkten 
A und B liegt, wird durch diese nach dem Newton'schen Gesetze 
angezogen. Die Punkte A und B haben die Massen M und m; 
ihr Abstand ist a. I. In welcher Entfernung x von A ist P im 
Gleichgewichte? II. An welcher Stelle zwischen Mond und Erde 
ist Gleichgewicht, wenn die Mondmasse m = ^'y der Erdmasse M 
genommen und als bekannt vorausgesetzt wird, dass man sich 
diese Massen in den Mittelpunkten der beiden Himmelskörper 
concentrirt denken darf. 

Lösung. I. Das Gleichgewicht findet Statt, wenn 

.. TzM _ km 

^ x^ ^(a — xY^ 

hieraus folgt: 

YM + Ym 

Der andere Werth von Xy welchen die quadratische Gleichung l) 
liefert, giebt die Lage derjenigen Stelle an, bei welcher die An- 
ziehungen zwar gleich gross sind, aber in demselben Sinne wirken, 
so dass daselbst kein Gleichgewicht herrschen kann. 

n. Der gesuchte Ort liegt in dem Abstände 

vom Mittelpunkte der Erde. 

Aufgabe 13. Drei feste Punkte, O^, Cg und Cg, welche die 
Massen m^, m^ und m^ haben und deren gegenseitige Lage be- 
kannt ist, wirken anziehend auf einen freibeweglichen ihrer Ebene 
angehörenden Punkt Q von der Masse 1. Die Anziehungen sind 
zugleich proportional den Entfernungen und den Massen. Es soll 
berechnet werden, wo der Punkt P im Gleichgewichte sein wird; 
auch soll der specielle Fall m^ = Wg = Wg == m Berücksichtigung 
finden. 

Lösung. Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in der Ebene C^ C^ C^ derartig, dass G^ G^ die. positive oj- Achse 
und Cj der Anfangspunkt derselben ist, bezeichnet man ferner die 
Abscissen von Og, Cg und Q mit a^^ a^ und x, die Ordinaten von 
O3 und Q mit feg und y, so sind die Bedingungen des Gleich- 
gewichts (vergl, Lösung der Aufgabe 11): 
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— m^cc + mg («2 — «?)—% (x •- «3) = 
und 

— m^y — m^y + m^ {h—y) = 0. 

Mithin ergiebt sich 

m^ + m^ + m^ 



«/ = 



&3W3 



% + »W2 + m^ 

also für m^ = Wg = TWg = iw sehr einfach a; = i («2 + ^s) ^^^ 2/ = i ^3- 
Die letztgenannten Werthe gehören, wie sich leicht nach- 
weisen lässt, dem Durchschnittspunkte der Mittellinien des Drei- 
ecks G^C^C^ an, und dieser ist bekanntlich der Schwerpunkt 
der Fläche. 

Aufgabe 14. Auf einer masselosen Geraden fi liegen die 
Punkte Pq, P^, Pg, P3, Pw», welche sämmtlich den gegen- 
seitigen Abstand jp und die Masse M haben. Auf einer anderen 
masselosen Geraden v, die |tt in Fq senkrecht schneidet, befinden 

sich die Punkte Öq, Q^^ Q^, Q^, Qn- Di© Letztgenannten haben 

den gegenseitigen Abstand q und ebenfalls durchweg die Masse 
M. Qq und Pq liegen an einer und derselben Stelle; m und n 
sind endlich. 

Alle die genannten Punkte (auch Pq und Qq) wirken an- 
ziehend auf einen freibeweglichen 22, welcher die Masse 1 besitzt 
und in der Ebene der Geraden ^i und v liegt. Die Anziehimg 
ist gleichzeitig der Masse und der Entfernung proportional. 

Man soll berechnen, wo sich der Punkt B im Gleichgewichte 
befindet und soll das Eesultat anwenden auf die besonderen Fälle 

I. dass auf beiden Geraden gleich viele anziehende Punkte 

liegen, 
n. dass m sehr gross und w, verglichen mit m, sehr klein 
ist (Beispiel: »w='1000, w==3). 

Lösung. Wir nehmen die Richtung PoP»» als die der po- 
sitiven Xf QoQn als die der positiven y, Pq als Coordinatenanfang. 
Dann ergiebt sich für die Abscisse der Gleichgewichtsstelle (auf 
Grund des IL Theiles der Lösung der Aufgabe 11) 

m +l 

für die Ordinate 
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also 

X __^ (w + l) mp . 

y {n+l)nq 

es verhalten sich mithin diese Abmessungen x und y, wie die- 
jenigen auf die Geraden ^ und v bezogenen Producte, welche man 
erhält, wenn man die betreffende Punkteanzahl (w+ 1 oder »+ 1) 
mit dem Abstände der betreffenden äussersten Punkte (nämlich 
mit mp oder nq) multiplicirt. 

Ist w=*«, so gilt: 

X p 

y Q 

Liegt der besondere Fall II vor, so ist näherungs weise 

x = ^mp 

und y ein sehr kleiner Bruchtheil von q-, z. B. wird für w= 1000 

und w == 3 , 

X == 0,498 mpj y^ 0,006 q , 

wenn man auf' drei Decimalstellen abrundet. Dieses aus den 
Gleichungen l) und 2) Hergeleitete stimmt mit der Anschauung 
überein. 

Aufgabe 15. Ein freibeweglicher Punkt P, der die Masse 
1 hat, wird von drei festen Punkten 0, A^ B, welchen bezogen 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem die Abscissen (Null), a und 
c, die Ordinaten 0, und h zukommen, nach dem New tonischen 
Gesetze angezogen. Der dritte der festen Punkte (B) hat die 
Masse m^. Es ist zu berechnen, I. welche Massen m^ und ntg 
die Punkte und Ä haben müssen, wenn P an der vorgeschrie- 
benen Stelle xy im Gleichgewichte sein soll; II. wie gross man 

m^ und w^ für c==— , 2> = — y3, a;=-^> y =«-- y 3 nehmen muss. 
Lösung. I. Man findet leicht 



ah'-hx-{a-c)y-^/( x^-^y^ V 

und 
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♦^ — ^rv\ic-^y+(P-yr)'"'^' 

welche Ausdrücke nur so lange für brauchbar gelten können, als 
sie positiv sind. 

n. Für die obigen speciellen Werthe ergiebt sich 
was auch ohne Weiteres aus der Anschauung folgt. 



Capitel IL 



Aufgaben über das Gleichgewicht eines nnvollkommen 

freien Punktes. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Auf einer ebenen, absolut starren Curve, die wir als 
vollkommen glatt voraussetzen, wird ein Punkt, auf welchen be- 
liebig viele Kräfte wirken, nur dann im Gleichgewichte sein 
können, wenn die Resultante derselben senkrecht auf der Curven- 
tangente steht. (Den Widerstand, welchen die Curve leistet, 
kann man sich hierbei als eine Normalkraft in Rechnung gebracht 
denken.) 

Ganz Aehnliches gilt, wenn der Punkt auf einer doppelt ge- 
krümmten Linie, oder auf einer Fläche ohne Reibung beweglich ist. 
' Diese Bemerkungen genügen zur Lösung der Aufgaben dieses 
Capitels, bei welchen die Linien und Flächen als absolut glatt 
und absolut starr vorausgesetzt sind. 



A. Gleichgewicht eines Punktes auf einer ebenen Linie. 

Aufgabe 16. Auf einen materiellen Punkt, der sich nur 
auf der starren Linie y = f(pc) bewegen kann, wirken beliebig 
viele Kräfte in der Ebene der Curve. I. Welches sind die ana- 
lytischen Bedingungen für das Gleichgewicht desselben? IL An 
welchen Stellen herrscht es? IIL Wie gross ist der Druck D, 
den die Linie im Gleichgewichtszustande erleidet? IV. Wie lassen 
sich die gefundenen Resultate auf eine Curve anwenden, deren 
Gleichung in der unentwickelten Form F(x, y) = gegeben ist? 

Lösung. I. Um auf das Gleichgewicht eines vollkommen 
freien Punktes zurückzukommen, denken wir uns den Widerstand 
der Curve durch eine Normalkraft N ersetzt. Wir bezeichnen 
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femer mit U und V die parallel zur x- und ^- Achse (im Sinne 
der positiven Coordinaten) wirkenden Componenten der Resul- 
tante aller Kräfte; mit w den Winkel, welchen J^ mit der 
X-Achse einschliesst. 

Dann befindet sich der Punkt offenbar in Ruhe, wenn 

U+Ncosw^^O 
und 

Mithin ist 

F 

also 

1) u+vp=o' 

dx 

dtj 
die Bedingung des Gleichgewichts. Kann V -^ die Form QO 

dx 

annehmen, so ist diese Gleichung 1) mit Vorsicht zu benutzen. 

II. Die Coordinaten x und y der Ruhelagen ergeben sich in 
jedem speciellen Falle aus dieser Gleichung und aus der der 
Linie selbst. 

ni. Der absolute Werth des von dem Punkte im Gleich- 
gewichtszustande senkrecht zur Linie ausgeübten Druckes ist 

2) D^yiP+V^', 

die Richtung desselben folgt leicht aus denen von U und V. 

IV. Ist die Gleichung der Curve in der unentwickelten Form 
F{xjy)==0 gegeben, so ist 

dF{x,y) 
dy dx 



dx dF(x,y) 

dy 
Die Gleichung 1) geht also in 

3) ^?-^f=0 

^ dy ox ^ 

über. 

Alles Andere bleibt wie vorher. 

Aufgabe 17. Eine Curve von der Gleichung y^f(x) rotirt 
mit der constanten Winkelgeschwindigkeit w um die senkrecht 
stehende ^- Achse eines rechtwinkligen Coordinatensjstems. An 
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welchen Stellen dieser Linie ist ein schwerer Punkt von der 
Masse 1 im Gleichgewichte? 

Lösung. Wenn sich der Punkt an der Stelle xy befindet, 
so sind die auf ihn wirkenden Kräfte: U=^w^x und V=^—g. 

Nach Aufgabe 16, Gl. 1) findet also Gleichgewicht Statt, 
wenn 

1) w^x^g^ = 

dx 

ist, also da, wo 

^ ^ ^^ 

X = — Ä — • 

w^ dx 

Aufgabe 18. Wie Aufgabe 17, die Curve aber ein die 
o;- Achse berührender Kreis, dessen Radius a ist und dessen Mittel- 
punkt auf der ^- Achse liegt. 

Lösung. Da hier die Kreisgleichung x^ -{- {a — yy = a^ ist, 
so geht Nr. 1) der Aufgabe 17 über in 

ya^-x\ 
oder 

x(w'T-7J=)-0. 
Mithin ist Gleichgewicht für a; = 0, was selbstverständlich, und für 

was nur möglich, wenn -ä<a, also w>l/ — • 

An den Enden des horizontalen Durchmessers würde der 
Punkt nur bei unendlich grosser Winkelgeschwindigkeit in Ruhe 
sein können. 

Dass man zu diesen Resultaten auch ohne Anwendung der 
Differentialrechnung zu gelangen vermag, bedarf wohl kaum be- 
sonderer Erwähnung. 

Aufgabe 19. Wie Aufgabe 17, die Curve aber eine aus 
den Halbachsen a und h construirte Ellipse, welche so Hegt, 
dass ihr Mittelpunkt sich in der ^- Achse im Abstände h vom 
Coordinatenanfange befindet und ihre grosse Achse parallel zu 
der der x ist. 
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Lösung. Ganz wie in der Auflösung der vorhergehenden 
Aufgabe ergeben sich als Abscissen der Gleichgewichtsstellen, ausser 
dem selbstverständlichen ir = 0, 

x = ±—^V{awy-{hg)\ 

was nur so lange möglich und von Null verschieden ist, als die 

Winkelgeschwindigkeit w; > — yhg. 

Aufgabe 20. Ebenfalls wie Nr. 17, die Curve jedoch eine 
Hyperbel, deren Halbachsen a und h sind, deren Hauptachse 
(2a) mit der 2/ "Achse zusammenfällt und deren Mittelpunkt 
der Coordinatenanfang ist. Gefragt: I. Wo befindet sich der 
Punkt im Gleichgewichte? II. Mit welcher Winkelgeschwindigkeit 

w muss sich die Linie drehen, wenn & = a = — ;= und wenn der 

Punkt an der Stelle a; = & in Euhe sein soll? 

Lösung. I. Man findet als Abscissen der Ruhestellen, ausser 



x-±^,y{agy^{wl)\ 



mithin als Ordinaten 



2/ = 






Beide sind nur so lange möglich, als «^^tI/öj^ ist. 

II. Für den vorgeschriebenen speciellen Fall muss w—\ sein. 

Aufgabe 21. Auch wie Nr. 17, die rotirende Linie aber 
eine gemeine Parabel, deren Achse die ^-Achse und deren 
Halbparameter =p. 

Lösung. Hier ergiebt sich als Gleichgewichtsbedingung 

Wenn also w 1/ — , so ist der Punkt nur im Scheitel der 

<Y P 

Parabel in Ruhe: wenn w = l/— oder i^ = -^, so ruht er an 

y p w^ 

jeder Stelle derselben. (Vergl. Aufg. 33.) 
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Aufgabe 22. I. An welchen Stellen der Curve y = f{x) 
ist ein materieller Punkt im Gleichgewichte, wenn auf denselben 
im Sinne der positiven y die constante Kraft B, im Sinne der 
positiven x aber die Kraft ka^ wirkt? IL Wo liegen diese Gleich- 
gewichtsstellen, wenn B die Schwere ist, für die Gerade y=Ax-\-hy 

x^ 
für die Parabel «/=r— und für die Curve y = icx^? 

Lösung. I. Das Gleichgewicht findet an denjenigen Stellen 
der Curve Statt, für welche 

dx 
IL Für die Gerade da, wo 

x = 



=±yf' 



für die Parabel, ausser für x = 0^ an der Stelle 

Icp 
für die Curve ^ = -J cx^, entweder nur für a? = , oder überall, 

je nachdem k ^ cg, oder k^=cg ist. 

Aufgabe 23. Auf einer gemeinen Cyclo ide, deren An- 
fangspunkt der der Abscissen und deren Basis die o?- Achse, be- 
findet sich ein materieller Punkt, auf welchen parallel zu den 
Achsen der x und der y die constanten Kräfte Ä und B (im Sinne 
der positiven Coordinaten) wirken. An welchen Stellen der 
Linie ist er im Gleichgewichte? 

Lösung. Nach Aufgabe 16, Nr. 1) ist die Gleichgewichts- 
bedingung 

dx 

Bezeichnet a den Radius des rollenden Kreises und w den Wälzungs- 
winkel, so hat man für die gegebene Cycloide bekanntlich die 
Gleichungen 

y = a{l—cosw)j x^a(w — sin w), 
also 

dy sinw . 

dx 1 — cosw 
Mithin ist der Punkt im Gleichgewichte, wenn 
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A + Bcot^w = 0, 

( ^\ 
w; = 2 arc tan l — -7 ) ' 



z. B. für B= A^ wenn 



«^ = 1^, \'^ 



Aufgabe 24. Ein Punkt 22, der sich nur längs einer aus 
a und h construirten verticalen Ellipse bewegen kann, deren 
grosse Halbachse a wagerecht liegt, wird von zwei Gewichten 
beeinflusst; das eine (P) wirkt an einem schwerlosen Faden, 
welcher durch den Mittelpunkt geht, das andere (ß) am Punkte 
H vertical abwärts. Man sucht die Abscissen der Euhelagen von 
72 I. für beliebige gegenseitige Grössen von P und §, II. ftir 

Lösung. I. Hier muss 

r \ r / ory 
sein, wenn Gleichgewicht stattfinden soll. Dasselbe herrscht also, 
ausser für a! = 0, in den beiden oberen Quadranten da, wo 

c Y c^P^+ft Ö ' 



oder, wenn man a^ — h^ = -^ setzt, da, wo 



&2 






was nur so lange reell und von Null verschieden ist, als P> -^ Q. 

r 

II. Für P= Q ist Gleichgewicht, wenn 



X 



0, oder x = a'y'^^^,-^^yj^\ a>&]/2. 



Letztere Abscisse lässt sich leicht construiren. 

Aufgabe 25. Wie Aufgabe 24, nur geht der Faden, an 
welchem das Gewicht P hängt, nicht durch den Ellipsenmittelpunkt, 
sondern durch denjenigen Brennpunkt, der auf der Seite der 
positiven x liegt. 

Lösung. I. Gleichgewichtsbedingung: 

r \ r / ary 
Aus derselben folgt 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anaL Statik. 2. Aufl. 2 
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c Py {a^ — ex) + &* Qrx=^0 
und, wenn man beachtet, dass a? — cx = ar ist, 

acP 

x = 



II. Für P=Q wird x = — Cy die Gleichgewichtsstelle liegt 
also dann senkrecht über dem anderen Brennpunkte. 

Aufgabe 26. Auf einer Curve von der Gleichung 

y-\-siny^x 
befindet sich ein materieller Punkt. Parallel zur x- und ^- Achse 
wirken auf denselben die cons tauten Kräfte A und B. An welchen 
Stellen der Linie ist er im Gleichgewichte? 

Lösung. Nach Anleitung der Gl. 3) der Lösung der Auf- 
gabe 16 ergiebt sich 

y = arc cos I ^ — I 

als Ordinate der gesuchten Gleichgewichtsstelle. Dieselbe ist nur 
so lange reell, als — - — <1. 

Aufgabe 27. Wo ist ein materieller Punkt von der Masse 
1 auf der Curve 

X \ a / 

in Ruhe, wenn er nur der Wirkung seiner eignen Schwere unterliegt? 

Lösung. Man findet (wie bei Nr. 26) 

als Gleichgewichtsbedingung. Dies ist an denjenigen Punkten er- 
füllt, bei welchen die rechtwinkligen Coordinaten x und y gleich, 
aber entgegengesetzt sind. 

Beachtet man, dass die gegebene Curvengleichung für polare 
Coordinaten in 

übergeht, also eine logarithmische Spirale bedeutet, so ist dieses 
Resultat selbstverständlich (wegen der bekannten Lage der Tan- 
gente). 

Aufgabe 28. Auf einen Punkt, der sich nur in einer 
röhrenförmigen logarithmischen Spirale von der Gleichung 
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r = ae^ bewegen kann, wirken beliebige Kräfte in. der Ebene, 
welche parallel zu den Achsen des rechtwinkligen Coordinaten- 
systems XOY die Componenten U und V geben. I. An welchen 
Stellen der Curve ist der Punkt im Gleichgewichte? II. Wie ge- 
staltet sich das Eesultat, wenn nur die Schwere g wirkt? 
III. Wie, wenn der Punkt nur von einer Kraft R = f(r) beein- 
flusst wird, welche ihn nach dem asymptotischen Punkte der 
Spirale zu ziehen strebt? 

Lösung. I. Auf einer Curve von der Gleichung y = f{x) 

würde der Punkt (nach Lösung der Aufgabe 16) im Gleichge- 

dy 
wichte sein, wenn U-\- Y -z- =0 wäre. Mittelst der bekannten 

dx 

Transformationsformeln 

X'^rcosd und y^rsinQ 

folgt hieraus, dass auf der Linie r = f{0) das Gleichgewicht dann 

herrscht, wenn 

t'tane + r 

^^ f'-rtane ' 

wobei r' den Quotienten —k bedeutet. 

d\j 

Für die vorliegende logarithmische Spirale sind mithin die 

Gleichgewichtsstellen da, wo . 

tan = • 

II. Wirkt nur die Schwere, so liegen diese Buhepunkte bei 

0^|7C, Jjt, 

III. Wenn nur die Kraft J? = /'(r), nach dem Mittelpunkte 
zu ziehend, thätig ist, so befindet sich, wie aus der obigen Gleich- 
ung für tcm sehr leicht folgt, der Punkt nirgends, ausser in 
jenem Mittelpunkte selbst, im Gleichgewichte. 



Aufgabe 20. Nach welchem Gesetze muss eine Tangential- 
kraft T veränderlich sein, wenn sie einen Punkt, auf den parallel 
zur ir- Achse die constante Kraft K wirkt, an jeder Stelle der 
Curve y='f{x) im Gleichgewichte halten soll? 

Lösung. Man findet sehr leicht 



VT+y'' ^ 



2 
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die Tangentialkraft muss sich also zu der constanten Kraft K 
stets verhalten, wie die Curvenordinate zur Länge der zugehörigen 
Normale. 

Aufgabe 30. I. Welcher Art muss eine Kraft TJ sein, die, 
im Sinne der positiven x wirkend, hervorbringt, dass ein schwerer 
Punkt von der Masse 1 auf der allgemeinen Curve y = f{x) über- 
all im Gleichgewichte ist? IL Welche Werthe» hat sie, wenn 
die Curve a) eine gemeine Parabel vom Halbparameter jp, deren 
Achse die ^- Achse und deren ScheiteKder Coordinatenanfang; 
ß) wenn sie eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten die 
X' und ^- Achse und deren Halbachse =a? 

Lösung. I. Nach Aufgabe 16, Gl. 1) folgt sofort 

TT ^y I 

ax 

n. a) U^^X', ß) U^-^~' 

^ p 2 x^ 

Im ersteren Falle (Parabel) muss die Kraft U also proportional 
dem Abstände von der «/-Achse sein und für x^=l die Intensität 

— haben; im letzteren muss sie umgekehrt proportional dem Qua- 
P 

drate dieses Abstandes, im Sinne der negativen x und für die 
Einheit der Abscisse mit der Intensität ^a^g wirken. 



Aufgabe 31. Auf was für einer Widerstand leistenden 
Linie ist ein Punkt überall im Gleichgewichte, wenn auf den- 
selben im Sinne der positiven x eines rechtwinkligen Systems 
eine constante Kraft Ä, im Sinne der positiven y eine ebenfalls 
constante B wirkt? 

Lösung. Nach Aufgabe 16 Gl. 1) ist die Gleichgewichts - 
bedingung 

ax 
mithin genügt diejenige Linie der gestellten Anforderung, welche 
die Differentialgleichung 



ax 



hat. Aus dieser folgt 
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A C 
^ = -£^ + 5' 
wobei G eine beliebige Constante. Die Linie ist also eine Ge- 
rade, welche mit der aj- Achse einen Winkel bildet, dessen tri- 

gonometrische Tangente gleich — — ist und die auf der y - Achse 

k (J 

die Strecke — abschneidet. 

Aufgabe 32. Wie Aufgabe 31; die Kräfte sind aber fol- 
gende: 1. parallel der a;- Achse, im Sinne der negativen x^ eine 
umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes von der 
;j^- Achse wirkende und 2. die eigene Schwere des mit der Masse 
1 versehenen Punktes, welche in der Richtung der negativen y 
thätig ist. 

Lösung. Hier hat man als Gleichgewichtsbedingung 

k dy 
x^~~^dx 
Aus derselben folgt durch Integration 

^{y — c) = -' 

9 

Das bedeutet bekanntlich eine gleichseitige Hyperbel, die als 

die eine Asymptote die 2/- Achse, als die andere eine Parallele zur 



-.:2-^ir: = 0. 



= 1/ — sind. 
V 9 



ic- Achse, im Abstände c, hat und deren Halbachsen = 

Hierbei ist c eine beliebige Constante, Ic die Intensität, welche die 
parallel zur a; -Achse wirkende Kraft für a;=l besitzt, g die Be- 
schleunigung der Schwere. 

Aufgabe 33. Eine ebene Curve dreht sich mit der con- 
stanten Winkelgeschwindigkeit w um die verticale «/- Achse eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems. Auf derselben befindet sich 
ein schwerer Punkt von der Masse 1, der sich nicht von ihr zu 
entfernen vermag. Es ist zu^ bestimmen, welcher Art die Linie 
sein muss, wenn der Punkt an allen Stellen derselben im Gleich- 
gewichte sein solL 

Lösung. Die wirkenden Kräfte sind 

U=w^x und V^—g. 
Die Gleichgewichtsbedingung lautet daher 
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.2 -^y 



dx 

Mithin genügt den Bedingungen der Aufgabe diejenige Curve, 
deren Gleichung 

d. h. jede gemeine Parabel vom Halbparameter — g, deren Achse 

die Drehachse und deren Scheitel um die beliebige (positive oder 
negative) Strecke c vom Coordinatenanfange entfernt liegt. (Vergl. 
Aufg. 21.) 

Aufgabe 84. Es soll die Linie bestimmt werden, auf 
welcher ein Punkt überall im Gleichgewichte ist, wenn auf den- 
selben im Sinne der positiven y immer die constante Kraft jB, 
im Sinne der positiven x hingegen eine variabele wirkt, die pro- 
portional der «*®° Potenz der Abscisse ist und für a;=l die In- 
tensität Je hat. 

Lösung. Nach Gl. 1) Aufgabe 16 muss die gesuchte Linie 
der Bedingung 

Tco^ + J5y = 
genügen, es muss also 



""V' 



x^dx 
ihre Gleichung sein. Für « ^ — 1 ist dies die Curve 

für «== — 1 

y = — — Zic + Const. 

(Specielle Fälle bieten die Aufgaben 31, 32 und 33.) 

Aufgabe 35. Welcher Art ist die ebene Bahn, auf der sich 
ein materieller Punkt überall im Gleichgewichte befindet, wenn 
auf denselben parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Systems 
(und im Sinne der positiven Coordinaten) die Kräfte 

U=^Äx, V^By 

wirken, wobei A und B positive constante Grössen sind. 
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Welchen Normaldruck N erleidet diese Bahn, wo ist derselbe 
am grössten, wo am kleinsten und welches sind diese grössten, 
bezüglich kleinsten Werthe? 

Wie lauten die Eesultate fär B = Ä? 

Lösung. Man findet leicht, dass die gesuchte Curve eine 
Ellipse ist, deren Halbachsen a und h sich umgekehrt wie die 
Quadratwurzeln aus den Constanten Ä und B verhalten, sonst aber 
beliebig sind, deren Gleichung also 

Der Normaldruck hat den Worth 

N=yBC + Ä(Ä-B)x^ 
Wenn J.>J5, so ist N am kleinsten für x = 0, nämlich YbC, 

am grössten für ^—\/~t (^* ^- ^^ Ende der a- Achse), nämlich 

YäC. Für Ä<iB kehrt sich die Sache um. 

Wird B = Ä, so geht die Bahn in einen Kreis mit dem Ra- 
dius 1/ — über und der Normaldruck hat den unveränderlichen 



Werth YA a 

Aufgabe 36. Auf einen materiellen Punkt wirkt im Sinne 
der positiven x eines rechtwinkligen Systems eine Kraft, umge- 
kehrt proportional dem Abstände von der «/-Achse, im Sinne der 
positiven y eine andere, umgekehrt proportional dem von der 
ic- Achse. Beide haben für die Einheit des Abstandes die Inten- 
sität Ä, 

Es soll ermittelt werden I. diejenige starre Curve, auf wel- 
cher der Punkt Überall im Gleichgewichte ist; IL die Grösse D 
des Normaldruckes, den diese Linie an jeder Stelle xy auszuhalten 
hat; ni, der Ort in derselben, an welchem dieser Druck am 
kleinsten ist. 

Lösung. I. Nach Gl. l) der Aufgabe 16 ergiebt sich, dass 
die verlangte Linie eine gleichseitige Hyperbel {xy = c) ist, 
deren Asymptoten die Coordinatenachsen und deren Halbachsen 
beliebig sind (nämlich a = "^2c). 

IL Der Normaldruck an der Stelle xy hat (nach Gl 2 der 
Aufgabe 16) den Werth 
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2)=— j/— L =_y^2^ 2 

wobei r die Länge des Leitstrahles bedeutet. 
III. Dieser Druck ist am kleinsten für 

nämlich im Scheitel der Hyperbel. Von diesem aus wächst er 
nach rechts und links und wird unendlich gross sowohl für a; = 0, 



als auch für ä; = Qo. Im Scheitel ist er A 



1/!- 



AiLfgabe 37. Eine constante Kraft Q wirkt auf einen ma- 
teriellen Punkt derart, dass sie ihn nach einer Stelle A hinzuziehen 
strebt, welche auf der iCr Achse, in der Entfernung a vom Coor- 
dinatenanfange, liegt. Man soll diejenige Linie bestimmen, auf 
der der Punkt überall im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Bezeichnet man den Winkel zwischen der Richtung 

von Q und zwischen der Ordinate mit w^ den Tangentenwinkel 

mit T, so sind die Componenten von Q 

TJ ==^ A sin w xmA Y= — Acosw. 

Da ferner 

a—x 
tan w == 

y 

ist, so lautet die Gleichgewichtsbedingung 
1) ydy = {a — x) dx. 

Hieraus folgt: die gesuchte Linie ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt 
A und dessen Eadius beliebig. 

Anmerkung. Ohne eine Zerlegung von Q vorzunehmen, ge- 
langt man zu der Gleichung 1) schon durch die BemerkujQg, dass 
nur dann überall Gleichgewicht herrschen kann, wenn die Richt- 
ung von Q stets mit der der Normale zusammenfällt, wenn also 

w = Xy mithin tan w = tan r. daher = -— ist. 

y dx 

Aufgabe 38. Auf welcher Curve ist ein schwerer Punkt 
von der Masse 1 überall im Gleichgewichte, wenn auf denselben, 
ausser seiner Schwere, eine Kraft 

y 

wirkt, die ihn immer nach dem Coordinatenanfange hinzieht? 
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Lösung. Aus der sich leicht ergebenden Gleichgewichtsbe- 
dingung folgt 

(^)*+ a^r- '■ 

Die gesuchte Linie ist mithin eine Ellipse, deren Mittelpunkt der 

Anziehungspunkt und deren Halbachsen sich wie Y2: 1 verhalten, 
sonst aber beliebig sind. 

Aufgabe 39. Eine Gerade QPM (die man sich etwa als 
eine Zugbrücke denken möge) ist um M (Fig. 1) drehbar und 
hat das Gewicht Cr. Von der Mitte derselben geht ein gewichts- 
loser Faden PRP^ (die Kette Pi^ j^ 
der Zugbrücke), der die con- j. 
staute Länffe X besitzt, über ft ^-'"3^^^ 
eine punktförmige Rolle JR. An / ^^.^ //^ j Xn 
dem Ende P^ wirkt das Ge- / ^^^^?(\. ' -^^1^"--^ 
wicht a.. Befindet sich die / ^^-il^^^^^'^^ > \' y^'- 

Gerade QPM in der horizon x t i -j— -^ M G^ 

talen Lage KLM, so ist ö^^ ' 

in B und hängt senkrecht herab (an einem unendlich kurzen Faden- 
stück). Es soll berechnet werden, auf was für einer Curve BP^^ 
das Gewicht G^ beweglich sein muss, wenn es dem anderen Ge- 
wichte G immer das Gleichgewicht halten soll und wenn Reibung, 
Fadenschwere und Fadensteifheit unbeachtet bleiben. 

Lösung. Die Wirkung von G kann man sich in zwei Com- 
ponenten zerlegt denken, von denen die eine in die Richtung PM 
fällt, also aufgehoben wird, während die andere den Faden BP 
spannt. Diese Letztere möge S heissen. 

Eben so liefert G^ eine Componente senkrecht zur Curve BP^^ 
also von deren Festigkeit aufgehoben, und eine andere S^^ den 
Faden BP^ spannend. Gleichgewicht findet mithin Statt, wenn 
S^S^ ist. 

Bezeichnet man nun BP^ mit r^, iP^BM mit 6j, und ent- 
nimmt aus der Figur die sich leicht ergebenden Werthe der bei- 
den Spannungen, so gelangt man von 8=^8^ auf die Gleichung 

G(X — r^) dr^ == G^ ad (r^ cos 0^), 
Dies giebt, integrirt und vereinfacht, 

(? (a — J[^ri) = ©1 a cos dy 
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Soll nun auch dann Gleichgewicht stattfinden, wenn QM die Lage 
KM hat, so mnss 

genommen werden. Femer erkennt man bei Beachtung dieser 
Lage, dass 

sein mnss. Damit ergiebt sich 

Dies lehrt, dass die gesuchte Linie eine Cardioide ist, deren 

rollender und deren als Basis dienender Kreis den Radius a]/2 
haben, und deren einzelne Punkte sich sehr leicht durch Construc- 
tion auffinden lassen. 

Aufgabe 40. Auf zwei ebenen, absolut widerstehenden Curven 
AB und ^1^1 (Fig. 2) sind zwei Punkte P und P^ beweglich, welche 
die Gewichte G und G^ haben. Dieselben sind durch ein Seil PRP^ 

verbunden, das bei R über eine Rolle 
läuft. Diese Rolle wird als Pimkt 
gedacht; das Seil als undehnbare 
Gerade; Reibung, Seilgewicht und 
Seilsteifheit werden nicht in Betracht 
A gezogen. Die Gewichte G und G^^ 
die Länge A des Seiles, sowie die 
Polargleichung r = f(ß) der Curve 
AB sind gegeben. Zu bestimmen ist 
L welcher Art die Linie Ä^^B^ sein 
muss, wenn die Punkte P und P^ 
in jeder Stellung sich das Gleich- 
gewicht halten sollen; II. wie sich aus den gefundenen Resultaten 
die der Aufgabe 39 herleiten lassen. 

Lösung. I. Zerlegt man, wie in der Auflösung der vorigen 
Aufgabe, die Kräfte G und G^ wieder in je zwei Componenten 
(S und JV, S^ und N^)^ so ist auch hier wieder Gleichgewicht, 
wenn 8=8^ ist. Dies liefert 



Fig. 2. 




G 



cosx 



=öl 



005 r. 



cos (ß — t) " ^ cos (Ol — rj 
oder einfacher 

G (cos dl + sin dl tan r^) = Gi (cos 6 -]-sind tan t). 
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Drückt man nun x und r^ durch r, r^^ Q und Ö^ aus, so gelangt 

man auf 

d {r^ cos di) = 1cd (r cos 6), 
worin zur Abkürzung 

fc ö 

gesetzt ist. Daraus folgt durch Integration 

r^ cos Oi = JcrcosO-\- Consta 
oder 

r^ cos 0j == jfc (A — r^) cos + ConsL 

als Gleichung der Curve Ä^B^, 

II. Bei dem in Aufgabe 39 vorliegenden Falle besteht zwi 

sehen r und die Beziehung 

C05 (7 = — - = —7 — ^ • 

2a 2a 
Beachtet man nun gehörig, dass A = a|/2^ ist, wenn r^ den Werth 

hat, dass femer G. =Grsec4:5^=GV2 und k = ;= sein 

]/2 

muss, weil doch auch Gleichgewicht stattfinden soll, wenn Pj mit 

B zusammenfällt (Fig. 1), so erhalt man schliesslich 

oder 

ri=^4:y2asin^-^ 

d. i. die oben (Aufgabe 39) aufgefundene Cardioide. 



B. Gleichgewicht eines Punktes auf einer doppelt 

gekrümmten Linie. 

Aufgabe 41. Auf einer doppelt gekrümmten Linie, welche 
bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem durch die Gleich- 
ungen si=^f(x) und y='q>(oc) ihrer Vertical- und Horizontalpro- 
jection gegeben ist, befindet sich ein materieller Punkt, auf den 
beliebige Kräfte wirken. 

I. Welches ist die Bedingung für das Gleichgewicht des 
Punktes? IL An welchen Stellen der Curve Gesteht es? IIL Wel- 
chen Druck hat die Linie im Gleichgewichtszustande auszuhalten? 
IV. Wie ändern sich die gefundenen Eesultate, wenn die Gleich- 
ungen der Curve in den unentwickelten Formen i^(a;,;2f)=0, 0(x^y)'=^O 



28 Aufgaben über das Gleichgewicht eines unvollkommen freien Punktes. 

gegeben sind, oder wenn die beiden Gleichungen JF\ (ä;, «/, ^?) = 0, 
F2{x,yf z) = derjenigen Flächen als gegeben vorliegen, deren 
Durchschnittslinie die Curve ist? 

Lösung. I. Um wieder auf einen vollkommen freien Punkt 
zurückzukommen (vergl. Aufgabe 16), denken wir uns den Wider- 
stand, den die Curve leistet, durch eine Kräfte ersetzt, normal 
zu der Linie imd unter den Winkeln ly fi, v gegen die Achsen. 

Ferner fassen wir sämmtliche Kräfte zu dreien, U, F, TT, zu- 
sammen, welche parallel zu den Achsen wirken (und zwar im 
Sinne der positiven Coordinaten). 

Dann ist der Punkt im Gleichgewichte, wenn 

U + Ncosl = Oy 
V + Ncosfi = Oy 
W+Ncosv = 0. 
Bezeichnet man nun mit 9, af; und 1 die Winkel, welche die Tan- 
gente mit den Achsen bildet, so ist bekanntlich ferner 

cos A CÖ5 9 + cos fi cos tlf -\- cos V cos X = 
und hierbei 

dx dy dz 

cos Q> = -T- 9 COS tb=^ —- . COS y = -T- > 

^ ds' ^ ds' ^ ds 

wenn man unter ds das Bogenelement versteht. 

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts 

1) U+V^+W^^'O. 

dx dx 

(Man vergl. Aufgabe 16, Gleichung 1.) 

II. Die Coordinaten Xy y^ z derjenigen Stellen, an welchen 
es stattfindet, folgen aus dieser Gleichung 1) und aus den beiden 
Gleichungen der Curve. 

III. Der Druck, den die Linie im Gleichgewichtszustande erleidet, ist 

2) D = yü^'V^+W^. . . 

Die Richtung desselben ergiebt sich aus denen von C/", V und W. 

IV. Sind die Gleichungen der Linie in der Form F (x, z) =* 0, 
^(^»y)~Ö g^g^beii» so ist bekanntlich 

dO{x,y) dF{x,z) 

„V dy dx \ dz dx 

3) ^- = — TT^r^ T und 



dx dO{x^y) dx dF{XyZ) 

dy dz 

Das Uebrige bleibt ungeändert. 
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Liegen endlich die Flächengleichungen F^^ (a;, y<, ^) = und 
Fg (xj y^z) = als gegeben vor, so sind -_ und — bestimmt durch 

Ct/OC CvX 

dx dy dx dz dx 
und 

.. dF^dF^ dydF^ dz ^ 

dx dy dx dz_ dx 

dy dz , 

Nach Einsetzung der hieraus folgenden Werthe von -- und — in 

0iX (XX 

Gl. 1) ist dieser Fall auf den früheren zurückgeführt. 

Aufgabe 42. In der jr;8;- Ebene eines rechtwinkligen räum- 
lichen Coordinatensystems ist ein Viertel kr eis gezeichnet, dessen 
Mittelpunkt der Coordinatenanfang und dessen Eadius « a. In 
der a; 3/ -Ebene ein Halbkreis, welcher die ä;- Achse als Durch- 

a 
messer, die y- Achse als Tangente und — als Halbmesser besitzt. 

lieber der ersten dieser beiden Linien steht eine Cylinderfläche 
parallel zur i/- Achse; über der letzten eine andere, die mit der 
iS- Achse gleiche Richtung hat. An welchen Stellen der Durch- 
schnittslinie beider Flächen ist ein materieller Punkt im Gleich- 
gewichte, wenn auf denselben drei Kräfte im Sinne der positiven 
Coordinaten wirken, welche proportional Xj bezüglich y und Zj sind 
und für die Einheiten dieser Coordinaten die Intensitäten Ay be- 
züglich B und 0, haben. 

Lösung. Die allgemeine Bedingung für das Gleichgewicht 
ist nach der Lösung der Aufgabe 41 bekannt. In derselben ist 

für den vorliegenden Fall U = Ax, V=^By, W^ Cz,z-=^ ^c? — x\ 

y = yx{a -— x) ; sie geht daher in 

2Ax + B{a — 2x) — 2Cx^0 
über. Folglich ist Gleichgewicht für 

B 
''^ ^iB + G-A)""' 
was nur dann mögUch ist, wenn 

Ausserdem ist der Punkt natürlich auch noch an dei^'enigen beiden 
Stellen der Curve in Ruhe, welche in der oj^ef- Ebene liegen. 
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Aufgabe 43. Eine Cylinderf lache, welche parallel zur 
;8f- Achse eines rechtwinkligen, räumlichen Coordinatensjstems liegt 
und über einem Halbkreise steht, dessen Durchmesser die o;- Achse 
und dessen eine Tangente die ^-Achae ist, schneidet eine Kugel - 
fläche, deren Mittelpunkt mit dem Coordinatenanfange zusammen- 
fällt und deren Halbmesser dem Cylinderdurchmesser gleichkommt. 
Auf der (nur für positive Coordinaten in Betracht gezogenen) 
Schnittlinie beider Flächen befindet sich ein Punkt P, welcher die- 
selbe nicht verlassen kann und auf den im Sinne der positiven 
Coordinaten die Kräfte U, F, W wirken, welche proportional x, 
y und ß sind und für ir = «/ = Ä! = l die Intensitäten A^ B^ C 
haben. Wo ist der Punkt im Gleichgewichte? 

Lösung. Nach Anleitung des unter Nr. 41 Dagewesenen findet 
man a{C— B) 

als Abscisse der Gleichgewichtsstelle. 

Dieser Werth von x ist nur so lange brauchbar, als er nicht 
negativ ausfällt. Ausser für ihn, herrscht auch noch in denjenigen 
beiden Curvenpunkten Gleichgewicht, welche in der aj^er-Ebene liegen. 

Aufgabe 44. Wie Nr. 43; die parallel zur o;- Achse wir- 
kende Kraft U aber nicht gegeben, sondern so zu bestimmen, 
dass der Punkt P überall auf der Durchschnittslinie im Gleich- 
gewfchte ist. 

Lösung. Es ergiebt sich 

U^\{\C-B'\a-\-2Bx) 
auf dieselbe Weise, wie in der Lösung der vorigen Aufgabe. 

Aufgabe 45. Auf einen materiellen Punkt wirken die Kräfte 
f7=Za?, y=^My, W^'^^Nz (wobei Ly M, N constant) im Sinne 
der positiven Coordinaten eines rechtwinkligen Systems. Auf was 
für einer räumlichen Curve befindet er sich überall im Gleich- 
gewichte, wenn die Horizontalprojection derselben ein Halbkreis 
ist, dessen Durchmesser a und dessen Mittelpunkt in der ic-xAchse 
so liegt, dass die ^- Achse tangirt? 

Lösung. Für die Verticalprojection der gesuchten Gleich- 
gewichtslinie findet man die Gleichung 

(M - L) ^ - N^ - Max + Const. =0; 
dieselbe ist also eine Curve zweiten Grades. Ihre specielle Art 
hängt von den Werthen der verschiedenen Constanten ab. 
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C. Gleichgewicht eines Punktes auf einer Fläche. 

r 

Aufgabe 46. Auf eioen materiellen Punkt , der sich auf der 
Fläche z^=f{xyy) befindet, wirken beliebige Kräfte. 

I. Welches sind die Bedingungen für das Gleichgewicht des 
Punktes? IL An welchen Stellen herrscht es? III. Welchen Druck 
hat die Fläche im Gleichgewichtszustande auszuhalten? IV. Wie 
lassen sich die erhaltenen Resultate auf den Fall übertragen, in 
welchem die Gleichung der Fläche in der unentwickelten Form 
F (Xf Vi z) = gegeben ist? 

Lösung. L Denkt man sich, wie bei den Aufgaben 16 und 
41, den Widerstand der Fläche ersetzt durch eine normale Kraft 
N unter den Winkeln A, /li, v, fasst man femer die auf den Punkt 
wirkenden Kräfte zu dreien, CT, F, W, zusammen, welche im Sinne 
der positiven Coordinaten wirken, so ist Gleichgewicht, wenn 

W+Ncosv = 0. 

Hierzu kommen, weil N senkrecht zur Fläche stehen muss, die 
Gleichungen 

dx 
cosX = 



V^W^i 



dy) 



dy 
cos fl = — 



lA^+0 



cosv = -\- 



l/'+ö"+0 



Daraus ergeben sich als Bedingungen des Gleichgewichts 

1) ü-+TF.^ = 0, 

ox 

2) V+ wl-=0. 

dy 
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IL Die Coordinaten Xy y^ z derjenigen Stellen, an welchen es 

stattfindet, folgen aus diesen beiden Gleichungen und aus der der 

Fläche. 

III. Der Druck, den die Fläche im Gleichgewichtszustande 
auszuhalten hat, ist 

3) B=yW+W+W~^', 

die Richtung desselben ergiebt sich aus denen von CT, F und W. 

IV. Ist die Gleichung der Fläche in der unentwickelten Form 
F (x, y,^) = gegeben , so bestehen die Beziehungen 

dF 
dz dx 



und 



dx 


dF 




dz 




dF 


dz 

dy 


dy 

dF 



dz 

Setzt man dies in die Gleichungen 1) und 2) ein, so gehen diese 

über in 

dF dF 

dF dF 

Das Uebrige bleibt ungeändert 

Aufgabe 47. An welcher Stelle einer Ebene, die auf allen 
drei Coordinatenachsen die Strecke a abschneidet, befindet sich ein 
Punkt von der Masse 1 im Gleichgewichte, wenn auf denselben, 
ausser seiner Schwere (welche im Sinne der negativen z thätig 
ist), parallel der it- und y- Achse zwei Kräfte wirken, die propor- 
tional Xf bezüglich «/, sind und für x = y=l beide die Intensität 
Ä haben? 

Lösung. In den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen 1) 

und 2) der Lösung der Aufgabe 46 ist für den hier vorliegenden 

Fall TJ^Ax, V=Äyf W^—g, z = a — x — y\ dieselben lauten 

daher 

Ax-\-g=^0 und Ay + g = 0, 

Aus ihnen und aus der Gleichung 
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der FlSche ergeben sich die Coordinaten der Gleichgewichtsstelle zu 

g 

Aa + 2g 

Ä 

Aufgabe 48. An welchen Stellen der EllipsoidflSche 

befindet sich ein materieller Punkt im Gleichgewichte, wenn auf 

denselben, parallel zu den Achsen und in jedem Octanten nach 

aussen, die*constanten Kräfte Ä, B und G wirken? 

Lösung. Man findet leicht, nach Anleitung der Lösung der 

Aufgabe 46, 

^ Aa^ _ B^____ 

YA^a^ + B^^ + C^c^' 
als Coordinaten der Gleichgewichtsstellen. 

Aufgabe 49. Auf einem aus den Halbachsen a, h und c 
construirten EUipsoidoctanten ist ein Punkt beweglich , auf wel- 
chen zwei Gewichte wirken; das eine, §, hängt an dem Punkte 
yertical abwärts, das andere, P, an einem Faden, der durch den 
Mittelpunkt der Fläche geht. Es soll bestimmt werden, an wel- 
chen Stellen der Punkt im Gleichgewichte ist I. bei beliebigem P 
und Q, n. wenn P= Q, 

Lösung. L Da hier U=-P — , V P— , Tr=- 

r T 

(P — VQ) ist, wobei r den Eadiusvector des Punktes bezeichnet, 
so hat man als Gleichgewichtsbedingungen , w^nn man — ^ = -4, 

Ol 



c« 



2 '^-B setzt, 



und 



r \ r J z 



pi^ + (pi. + g)^=0. 
r \ r ) z 



Fnhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 3 
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 

1) x = 0, 
oder 

2) (l-Ä)Pe^ÄQr', 
aus der zweiten 

3) y=o, 

oder . 

4). (1~ B)Pz^BQr. 

Als erste Combination von 1) bis 4) hat man also 

5) x = und 3^«=0; 
als zweite 

6) x = und (l-B)P0'^BQr, 
aus welcher letzten Gleichung man leicht 



7) y^h 



WP'-ß'Q' 



P^ + ß^ Q^ 
ableitet, wenn man .a 

setzt. Zur Brauchbarkeit der Gleichung 7) gehört hierbei 

P>ß'Q. 
Als dritte Combination ergiebt sich 

8) (1— ^)P;e; = ^ör und 2/ = 0. 

Die erste dieser Gleichungen liefert, wenn man die Abkürzung 



— — = a* 



a^-c* 



benutzt, 



9) ^ = '']/|55f' ^>"*«- 

Die letzte Combination 

Pz A B 



Qr 1-Ä 1-B 
wäre nur für Ä^B möglich. 

IL Für P=Q ist, nach 5) bis 9), der Punkt im Gleichge- 
wichte, wenn 

10) a; = und 2/ = 0, 

oder, wenn 



11) x^O und y^hYl-ß^^hy 



h^-2 



& 



oder endlich, wenn 
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12) x=^ayi--a^ = a'l/ ^^~_^f und y^O, 



wozu 

b> c]/2 und a>cy2 
gehört. 

Aufgabe 50. Es sollen die Kräfte U und V bestimmt wer- 
den, welche parallel der x- und y- Achse auf einen schweren Punkt 
von der Masse 1 wirken müssen, wenn derselbe auf einer Ebene, 
die die Strecken a, b, c auf den Achsen abschneidet, überall im 
Gleichgewichte sein soll. 

Lösung. In den allgemeinen Bedingimgen flLr das Gleich- 
gewicht (Gleich. 1 und 2 der Aufgabe 46) ist jetzt W==—g, 

= c ( 1 — ). Sie liefern daher 

\ a h/ 

c c 

jj^ g und F== — -g. 

a h 

Es verhält sich mithin 

U: F:T7= — :^: — • 
a c 

Aufgabe 51. Im Sinne der positiven Coordinaten eines räum- 
lichen, rechtwinkligen Systems wirken auf einen Punkt immer die 
Constanten Kräfte A^ B und C Man soll die Fläche bestimmen, 
auf welcher er überall im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Es ergiebt sich sehr leicht, dass die gesuchte Fläche 
eine Ebene ist, welche auf der x-^ y- und ;s- Achse drei Strecken, 

a, & und c, abschneidet, die sich wie —: — :— verhalten, im 

ABU 

Uebrigen aber beliebig sind. 

Aufgabe 52. Wie Nr. 51; die Kräfte aber nicht constant, 
sondern proportional a;, bezüglich y und z\ für x=^y^=z^l von 
den Intensitäten A, bezüglich B und C. 

Lösung. Die Gleichgewichtsfläche ist ein Ellipsoid, dessen 
Halbachsenlängen a, h und c nur an die Bedingung gebunden sind, 

sich wie —-^\—==\—p= zu verhalten. 

yA Yb Vc 



Oapitel III. 



Aufgaben über die Bestimmung des Schwerpunktes von 

Linien^ Flächen und Körpern. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Bezeichnet man mit jp das Gewicht der Volumeneinheit, 
mit Y das Volumen des Körpers, mit |, r{ und f die auf ein recht- 
winkliges System bezogenen Coordinaten seines Schwerpunktes, mit 
», y und z die eines Körperelementes, so gelten nach der Theorie 
der Parallelkräfte bekanntlich die Momentengleichungen 

1) ^fpdy==fxpdV, 

2) rifpdV=fypdV, 

3) ijpdV^ JzpdY, 

Aus denselben folgen J, ri und f. 

Es können diese Gleichungen aber auch zur Bestimmung der 
Schwerpunkte von Flächen und Linien angewendet werden. Ob- 
gleich Letztere nämlich ohne materiellen Inhalt, also auch ohne 
Gewicht sind, so pflegt man doch von ihren Schwerpunkten zu 
reden. Man denkt sich nämlich auf dieselben Parallelkräffce wir- 
kend und stellt sich deren Vertheilung als gleichförmig vor, 
wenn man von homogenen Flächen oder Linien redet, als un- 
gleichförmig, wenn man das Gegentheil ausspricht. 

Dass die in den Gleichungen 1) bis 3) vorkommenden In- 
tegrale meist mehrfache sind, dass sich die Grenzen der Inte- 
grationen in jedem speciellen Falle aus der Natur des gerade vor- 
liegenden Gebildes ergeben und dass sich die Formeln bedeutend 
vereinfachen, wenn p constant ist, braucht wohl kaum besonders 
hervorgehoben zu werden. 

Im Nachfolgenden sind, wo nicht das Gegentheil gesagt ist, 
die Linien, Flächen und Körper als homogen vorausgesetzt. 
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A. Bestimmung des Schwerpunktes ebener Linien. 

cc) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 53. Eine ebene Curve hat, bezogen auf recht- 
winklige Coordinaten, die Gleichung y = f{x)\ das Gewicht der 
Längeneinheit derselben ist jp. Welche Werthe haben die Schwer- 
punktscoordinaten § und iy, wenn die Linie von der Abscisse Xq 
bis zur Abscisse x^ gerechnet wird? 

Lösung. Zu Folge der Gleichungen 1) und 2) der vor- 
stehenden Zusammenstellung hat man, wenn mit ds das Bogen- 
element bezeichnet wird, 

X = Xi X = Xi 

; I pds'^ I xpds 



und 



SC ■ «VQ SC ■■ ■ Xq 

X =^ X| X == Xi 



ri I pds= i % 



ds= I ypds; 



oder 



X = Xq X ^ Xq 

Xi 



-ß 



Gl= / pxYl+i/Ux, 



X, 



Gij= / pyYl+7'äx, 



wobei 



-ß 

Xo 

«1 



a= pYi+t/Ux 



«6 

das Gewicht der Linie bedeutet. 

Ist p constant, so gilt einfacher 

Xi 



-ß 



s5- / xYl + t/^dx, 



«0 

Xi 



Xo 
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Xi 



in welchen Gleichungen s= i Yl+j/^dx die Bogenlänge der 
Curve vorstellt. */ 

Aufgabe 54. Wo liegt der Schwerpunkt eines homogenen 
Kreisbogens, dessen Sehne =2a und dessen Badius ==»a ist? 
Wo liegt er für den Halbkreis? 

Lösung. Man legt das rechtwinklige Coordinatensystem 
natürlich so, dass die Halbirungslinie des Centriwinkels mit der 
^- Achse zusammenfällt und der Ereismittelpunkt Coordinatenanfang 
wird. Dann ist |, die Abscisse des Schwerpunktes, gleich Null. 
Die Ordinate i] ergiebt sich aus der Gleichung 



,=y, 



Sfi=- I yyi+y^^dx, 

— a 

in welcher s die Bogenlänge bedeutet, zu 

26a 

Der Schwerpunkt liegt also auf der Geraden, die den Centri- 
winkel halbirt, derartig, dass sich sein Abstand vom Ereismittel- 
punkte zum Badius verhält, wie die Länge der Sehne zu der des 

Bogens. 

2a 
Für den Halbkreis ergiebt sich — = 0,6366 a d. i. nahezu ^a. 

Aufgabe 55. Für die gemeine Kettenlinie 



Tc { — — — \ 



sollen die Coordinaten | und r^ des von bis x genommenen Bo- 
gens s L berechnet, IL construirt werden; femer soll man HI. 
aus den in I. gefundenen Besultaten die Schwerpunktscoordinaten 
für einen beliebigen Kettenlinienbogen herleiten. 
Lösung. L Hier ist (vergl. Nr. 53) 

(X x\ / X x\ 

e*-e~ V mid 2) Vl+J' - hV -\- e~ V ; 
daher 



= i / \6* + e ^jdx, 



s 





3) 
Ferner 
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= |v*-e V- 
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sS 



X 



X 



ß^ +C 






also 

4) 
Eben so 



fJ = iÄ|_aj\e — e ) ^T^\ 



X 



/(■ 



'+e 



e +6 



a;\2 



X 



)] 



+ &*. 



V 



mithin 

5) 5i/ = ^Ä;*L<^ — e J + 4^^•ic. 
Statt 4) ulid 5) kann man einfacher schreiben 

6) s^=^sx — 'ky-\-k^ = sx — 'k{y — k)y 

7) 5?? = ^(52/ + Ä;ir); 

daher ergiebt sich 

h{y-h) 

oder, wenn man arctani/^ also 
den Winkel, welchen die Cur- 
ventangente mit der o?- Achse 
bildet, durch x bezeichnet und 
beachtet, dass (nach Gl. 1 u. 8) 
s^ki/ ^Jctanx ist, 
^==x—(y — k)cott und 

n. Die Construction dieser 
beiden Coordinaten ergiebt sich 
sehr leicht, wenn man bedenkt, 

dass to»t=y=*=-'-- T . Nimmt 

man nSmUch (Fig. 3) ÄD^BG 
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= «/> so ist LOAB'^ ix. Wird also BE = h genommen und 
EF senkrecht zu AD gezeichnet, so stellt OF das | des Schwer- 
punktes dar. Wird femer BG parallel zu DA gezogen, so ist 
OH^^Oa das 12. 

üebrigens kann das ^ auch dadurch erhalten werden, dass 
man die Curventangenten im Scheitel und im Punkte B zieht; 
es ist also die Abscisse des Bogenschwerpunktes gleich 
der des Durchschnittspunktes der Tangenten im Bogen- 
anfange und Bogenende. 

m. Bezeichnet man die Bögen AB^ und AB2 (Fig. 3) mit 
5i und ^2, die Coordinaten ihrer Schwerpunkte mit J^, i/i, be- 
züglich ^21 ViJ ^^^ denkt sich dieselben nach I. bestimmt, so er- 
geben sich die des Bogens B-^B^y welche wieder ^ und ri heissen 
mögen, aus den Momentengleichungen 

und 

5l5l + S| = 52& 
ZU 

Anmerkung. Zu der Gleichung 6) kann man auch auf 
folgendem Wege gelangen: Aus der Momentengleichung 

sl=jxds 
folgt 

s^ = xs —Js dx=^sx — jh dy^sx — 1cy + Const 

Hierbei hat die Constante den Werth ä*, weil für a;=»0, $ = Ö 
und y=^Jo sein muss. Daher ist 

s^ = sx — k{y — k). 
Auf ähnliche Weise lässt sich die Gleichung 7) herleiten. 

Aufgabe 56. Welches sind die Schwerpunktscoordinaten 
eines vom Wälzungswinkel Null bis zum Wälzungswinkel w ge- 
rechneten Cycloidenbogens? Welche Werthe haben dieselben 
für die ganze Cycloide? 

Lösung. Für die vorliegende Curve ist bekanntlich 

x = a(w — &inw)f y = a(l~cosw), 

wenn man mit a den Halbmesser des rollenden Kreises bezeichnet, 

die aj- Achse mit der als Basis dienenden Geraden zusanmienf allen 

lässt und die «/-Achse durch den Anfangspunkt der Cycloide legt. 
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Aus diesen Gleichungen folgt 

dx = a{l—cosw)dw, dy^asinwdw^ ds^2asin^wdw. 

Mithin ergiebt sich 

s = 8 a sin^ ■{ w. 
Femer 

w 



^ I xds=2a^ I ( 



Eben so 



5^= / xds=2a^ I {w — smw) sm i^ w dw y 



5| = 4 a^ [^ sin^ \w — {w-~s%n w) cos ^w\ 

w 

S7i= I yds^2a^ j (l — cosw)sin\wdWy 



51? = 8 a* [(-^ cos^ ^w—i)cos\w + W 
Daher hat man 

a \sir?^w — (w — sinw)cos ^w 

2 sin^ \w 

{^cos^\w — 1) cos^^w + 1 

svir\w 

in welchen Gleichungen noch ^{l — cos\w) statt swi?\w gesetzt 

werden kann. 

Für die ganze Cycloide (w===27r) ergiebt sich 

was selbstverständlich ist, und 

ß) Polarcoordinaten. 

Aufgabe 57. Eine ebene Curve hat, bezogen auf ein Polar- 
coordinatensjstem , die Gleichung r = /*(0). Sie wird von der 
Anomalie Oq bis zur Anomalie 9^ gerechnet. Man soll die Co- 
ordinaten | und r^ ihres Bogenschwerpunktes bestimmen, welche 
in Bezug auf ein solches rechtwinkliges System gemeint sind^ dessen 
o;- Achse die Achse des Polarsjstems und dessen Coordinatenaufang 
der Pol ist. 

Lösung. Bezeichnet man mit s^ den zu 9^, mit 5q den zu 9q 
gehörigen Curvenbogen und denkt sich die Linie zunächst auf 
rechtwinklige Coordinaten bezogen, so sind § und i? (vergl. Auf- 
gabe 53) durch die beiden Gleichungen 
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(si — Sq)^==-^ I xds xmd {s^—s^ifi^-^jy 



x^=Xi a; s= X| 

ds 



X=:sXq X = Xo 

bestimmt; in Bezug auf Polarcoordinaten mithin durch die zwei, 
unmittelbar hieraus folgenden 

Ol 

und 

Ol 



h-So)v=- / r 



in denen 

0| Oo 



f_dr^ 

"""dÖ 

ist. 

Aufgabe 58. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten § und 
Tj des von 6 = bis 0==7r genommenen Bogens der Cardioide 
r == a (1 + C05 0) berechnet werden. 

Lösung. Die gesuchten Coordinaten folgen hier (laut Lö- 
sung von Nr. 57) aus den Gleichungen 



7t 



- I rcoseVr^ + r'^dd, sr}= 1 rsinOVr^ + f^^ddy 



5^= / rcos 

ö 

7t 

s^ /yr' + r'Ud, 



wenn man 

r = a(l +cosd) 

einführt. Es ergiebt sich hierbei sehr leicht 

5 = 4a. 
Dann hat man weiter 
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7t 



../( 



^a^=^2a^ I (l + cosd)cosQcos^ddd 



und hieraus ohne Schwierigkeit 
Endlich, zur Bestimmung von 97, 

4ai^ = 2a^ / (1 + cosd) sind cos ^ddd^ 


also 

Die beiden Schwerpunktscoordinaten sind mithin einander gleich. 

Aufgabe 59. Wo liegt der Schwerpunkt des von bis 
gerechneten Bogens der logarithmischen Spirale r^^ae^? Wo 
befindet sich der des ersten Quadranten derselben? 

Lösung. Die allgemeinen Gleichungen , durch welche die 
Schwerpunktscoordinaten ^ und 97 bestimmt sind, lauten wie die 
drei ersten in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe angeführten, 
nur mit dem Unterschiede, dass die Integrationsgrenzen und 0, 
statt und tc, sind. 

Da nun r^=^a^ ist, so ergiebt sich leicht 



/' 



6 





e 








yi^HV^co50d0«^^^ 




Mithin hat man 

a e^^(2cog0 + gm6)-2 

«I CSS • ^ . 

^ h e»-l 

Für den ersten Quadranten wird hieraus einfacher 
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t. 


a 


f^ 


2 


i = 


: — 




> 


T> 


5 


n 








e^ 


1 




a 


2e^+l 


^} 


5 


ft 








e^ - 


-1 



B. Bestimmung des Schwerpunktes doppelt 

gekrümmter Linien. 

Aufgabe 60. Eine doppelt gekrümmte Linie ist durch die 
Gleichungen 0^=f(x) ujid y'=q>{x) ihrer Vertical- und Horizontal- 
projection gegeben. Das Gewicht der Längeneinheit derselben 
werde mit p bezeichnet. Man sucht die Schwerpunktscoordinaten 
§, 71 und ^ für den von Xq bis x^ gerechneten Bogen. 

Lösung. Versteht man unter P das Gewicht des ganzen 
Bogens und unter s seine Länge, so hat man, nach Dem, was in 
der ^^Zusammenstellung" auf Seite 36 gesagt worden ist, 

X ^ Xi X ^ iDi X ^ Xi 

-PS= / pxds^ Pri=^ I py dSy P^^ I psds, 



X "— Xq X ^— «1^ X — x^^ 

X = Xi 



wobei P== 



i P^ßäs und äs = Yl+{fy+(^Jä.. 

X=:Xo 

Wenn p constant ist, so gehen diese Gleichungen über in 

X ^ Xi X ^s Xi X = Xi 

s^^ I xds, 5i?= / ydSy s?== / zdSy 

X — — Xq X — Xq X —^ Xq 

in welchen 



'-fv^^m^'"- 



Hierdurch sind die drei Ooordinaten |, 17 und i vollständig 
bestimmt. 

Aufgabe 6L In der a;;e;- Ebene eines rechtwinkligen räum- 
lichen Coordinatensystems ist die Parabel 



von Linien, Flächen und Körpern. 45 



0=> 



^ 



4a 
gezeichnet; in der a;t/-Ebene die Parabelevolute 




Ueber der Ersteren ist eine Cylinderfläche parallel der «/-Achse, 
über der Letzteren eine parallel der ;e?- Achse construirt. Wo liegt 
der Schwerpunkt der von bis x gerechneten Durchschnittslinie 
dieser beiden Flächen? 

Lösung. Bezeichnet man die Coordinaten des gesuchten 
Schwerpunktes wie gewöhnlich mit §, 9j und f, so hat man zur 
Bestimmung derselben (vergl. die Lösung der vorigen Aufgabe) 



-ä/< 



5 = — / (aj + 2a)(fa;, 



a 



55=-— / i»(a;+ 2a)e?ir, 



X 

513 = 7= / y^(aj + 2a)(?a5, 



X 



8a^ ' 

ö 

Aus diesen Gleichungen folgt sehr leicht 

2{x + ^a) 



3(a; + 4a) 



X, 



8a;]/^(5a;+14a) _ 4(5a;+14 a) 
''" \0bYa{x + 4.a) "~ 35(aJ + 4a) ^' 

a?^(3g; + 8a) _ 3a; + 8 a 
^~ 24a(a; + 4a)~"6(a; + 4ä)^' 

Aufgabe 62.. Wo liegt der Schwerpunkt des Schraub en- 
linienbogens AP (Fig. 4)? Wie lassen sich seine Coordinaten 
§, 71 und f aus denen des Endpunktes P durch Construction her- 
leiten? 



i^; 



x-«»r ü 



LTi:isz- It.* S^i^ 



•-» 



szii d-Aitfc die Gleich- 




'"^^^isLiEX, WesB irsi 4 den Spösdelradizzi. c d«B Steigungswinkel 
FI^. 4. b^demet xssd wcan. man mit e den 

^ ,* Assdruek « tm m » «iat Pkivneter der 

Sehimabesliibe lieieickiiet. so 
die GIeLf^:iageB der beiden 
pr>:J€C^:ii£B der Linie bekamtlieh: 

Ferner hat man für die Lange des 
Bogens AP 



# = 



Führt man dies in die obengenannten drei Momenten^eichnngen 
ein, 80 ergiebt sieh, indem man zwischen den Grenxen und z 
integrirt, 



1 = 



cy 



n^ 



c\a — x) 



i=k^- 



z z 

Die letzte dieser drei Schwerpnnktseoordinaten ist unmittelbar als 
Hälfte Ton z bekannt; die erste und zweite lassen sieh leicht als 
vierte Proportionalen constmiren. 

Anligabe 03. In der Verticalebene eines rechtwinkligen 
Coordinatensjstems ist eine gemeine Cjcloide OF^^C (Fig. 5) 



Fig. 6. 




gezeichnet, f&r welche OA==^h der 
Durchmesser des erzengenden Ej-ei- 
ses, CA die halbe Basis und O 
der Scheitel ist; in der Horizontal- 
ebene eine Parabel OPB, deren 
Halbparameter =2a, deren Achse 
die 0?- Achse und deren Scheitel 
ebenfalls der Coordinatenanfang O. 
üeber der ersten Linie ist eine Cy- 
linderfläche parallel znr ^- Achse, 
über der zweiten eine andere in 
der Bichtnng der ;er- Achse constmirt. 
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vi- 



Es sollen die Schwerpunktscoordinaten §, 17 und ^ der von bis 
X gerechneten Durch sclinittßlinie beider Flächen bestimmt werden. 

Lösung. Man hat hier 

dx 

Femer ist, zu Folge einer bekannten Eigenschaft der Gycloide, 

dz -g /h — x 
dx 

Mithin ergiebt sich 

ds 



-V 



X 



y- 



+ & 



dx. 



X 



Die Schwerpunktscoordinaten sind mithin 



Fig. 6. 



V 

C. Bestimmung des Schwerpunktes ebener Flächen. 

a) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 64. Eine ebene Fläche N^M^M^N^ (Fig. 6) ist 
oben und imten durch die Curven M^M^ tmd ^0^1 begrenzt, 
deren Gleichungen y^ = f^ (x) , bezüglich 
2/o^/o(^)> gegeben sind. Das Gewicht 
p der Flächeneinheit ist im Allgemeinen 
eine Function von x und y; |jp=9 (äj, y)]. 
Welche Werthe haben die Coordinaten J 
und 71 des Schwerpunktes dieser Fläche? 
Wie lauten dieselben, wenn^ constant ist? 

Lösung. Wird das Gewicht der 
ganzen Fläche mit bezeichnet, so hat 
man, nach Anleitung der zu Anfange 
dieses Capitels gegebenen „Zusammenstellung", die Gleichungen 




0^ 



(^^ 



a?, Vi 

-ff 



xpdxdy, 



Xn 



Vo 
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^n^ I I ypäxdy, 



«1 y 

-ff 

■ff 



in denen yo = fo(x), y^ = fi{x), p^(p(x,y) ist. 

Aus denselben ergeben sich J und ri sofort durch Division 
mit dem Werthe von G. 

Wenn p constant ist und man den Inhalt der Fläche mit 

S bezeichnet, so gehen diese Gleichungen über in die einfacheren 

«1 



=/(*. 






«0 






X, 



-ß' 



V 

Xo 

aus welchen | und t] ebenfalls durch Division folgen. 

Zu diesen letzten Formeln gelangt man auch unmittelbar, wenn 
man sich die homogene Fläche parallel zur 3/- Achse in Streifen von 
der flöhe y^ — y^ und von der Breite dx zerlegt denkt. 

Aufgabe 65. Für die gemeine Kettenlinie AB (Fig. 3 
. auf Seite 39), deren Gleichung 



Ic / — — — \ 



ist, sollen I. die Schwerpunktscoordinaten ^ und ri der von bis 
X genommenen Fläche ä« OÄBC berechnet und construirt werden. 
Femer soll man IL angeben, wie aus den gefundenen Werthen 
von J und ri am einfachsten die Coordinaten der Schwerpunkte 
der Flächen AJB und CyB^B^G^ hergeleitet werden können. 

Lösung. I. Die Gleichungen, welche die Schwerpimktslage 
bestimmen, lauten hier 
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^l== / xydx, Sri=^^ ß y^dx, 8-= 1 ydx. 



In denselben isty = — (e*-f-e *); mithin ergiebt sich zunächst 

f c* — e * j» 

oder, wenn man beachtet, dass der Bogen AB = 5 den Werth 
( e* — e * ) hat (siehe Lösung der Aufgabe 55), 



^' 2 



h ( =- 

S=ks. 
Eben so leicht findet man 



s^ 



k^ r / — — — \ / — — — \ "I 

= y U(e*-c ^j-kle^+e M + 2Ä; , 



oder, besser dargestellt, 

S^^k[sx — 7c(y — k)]. 
Endlich 

^''^ 8"L¥V "' j + 2^J 
8ri= — Isy + kxy 

Mithin hat man für ^ und ly die Werthe * 

sx — k(y — k) 



^- 



s 

sy-\-kx 
4s 
oder, wenn man mit r den Winkel bezeichnet, welchen die im 
Funkte xy construirte Curventangente mit der oj- Achse bildet, 

^^x — (y — k)cot r, 
ri = {(y + xcotT). 

Vergleicht man diese Resultate mit denen, welche bei der 
Lösung der Aufgabe 55 unter I. für | und tj gefunden worden 
sind, so sieht man, dass die Schwerpunktsabscisse des 
Kettenlinienbogens AB (Fig. 3) eben so gross ist, wie die 
der Kettenlinienfläche OABC und dass die Ordinate des 
Schwerpunktes jenes Bogens dem Doppelten von der 
dieser Fläche gleichkommt. 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 4 



50 * Aufgaben über die Besümmung des Schwerpunktes 

Hiermit ist die Construction der Schwerpunktscoordinaten | 
and ri durch die bei Nr. 55 angegebene erledigt. 

IL Wird der Inhalt der Fläche ÄJB mit 8^ bezeichnet und 
werden die Coordinaten ihres Schwerpunktes ^^ und i^^ genannt, 
so sind sie durch die Momentegleichungen 

und 

bestimmt 

Auf dieselbe Weise ergeben sich auch die Schwerpunktscoor- 
dinaten der Fläche C^B^B^C^ (Fig. 3), indem man dieselbe als 
Differenz der beiden Flächen OAB^C^ und OAB^C^ auffasst. 

Aufgabe 66. Wo liegt der Schwerpunkt derjenigen Fläche, 
welche von der ganzen Cissoide 



^^ y 2a-x y h-x 



h — x 

und^ ihrer Asymptote begrenzt wird? 

Lösung. Die Fläche liegt bekanntlich symmetrisch gegen 
die a;^ Achse; es ist also blos das ^ des Schwerpunktes zu berech- 
nen, weü i}=»0 sein muss. Hierzu hat man die Gleichungen 

Sl- I xV/ -^dx 



-ßf^ 



und 







Diese Integralwerthe können unter Benntzong der naheliegenden 
Substitution 

— =«sm*6 
o 

sehr leicht ermittelt werden. Man kann jedoch auch partielle In- 
tegration anwenden; dieselbe liefert: 



Schreibt man bierför 



i^5 1 xiyb-x 
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8^ = b 



■'f 



*a?2 (h — x) 



Vb 



dx = bh 



X 



/LA 



dx 



X 



\ I dx, 











so hat man 
mithin 



S^==61)S-6S^, 



als die gesuchte Schwerpunktsabscisse. 

ß) Polarcoordinaten. 

Aufgabe 67. Eine Fläche B^C^C^B^ (Fig. 7) ist durch 
Curven, B^Cq, ^i^n deren Gleichungen 

sind, und durch zwei Leitstrahlen B^B^^ Gq^u welche zu 

Anomalien A^OBq «= %q, A^OC^ = O^ gehören, 

begrenzt. Fig. 7. 

Es sollen die rechtwinkligen Coordinaten 
^ und 71 des Schwerpunktes dieser Fläche 
bestimmt werden. 

Lösung. Wird mit 8 der Inhalt der 
Fläche BqCqC^B^ bezeichnet, so sind die ^ 
gesuchten Coordinaten § und ri durch die 
Momentegleichungen 



zwei 



den 




j '. 



AoL 



Ai 



s^ 



=//• 



r'^cosddddr, 



«0 ro 






5m0c?0c?r, 



S= I I rdOdr, 



Vi 7| 

^0 To 



bestimmt,' welche sich einfacher in den Formen 

»1 



S^ 






-ro^)co50(i0, 



4* 
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So 

geben lassexL 

Aufgabe 68. Wo liegt der Schwerpunkt eines Ereisaus- 
schnittes, dessen Badius a and dessen Centriwinkel y ist? Wo 
der des Halbkreises? Wo der des Quadranten? 

Lösung. Der gesuchte Schwerpunkt liegt offenbar auf der 
Halbirungslinie des Centriwinkels. Zur Bestimmung seines Ab- 
standes | vom Mittelpunkte hat man (nach der Lösung der vorigen 
Aufgabe), wenn das Ereiscentrum als Pol, die Winkelhalbirungs- 
linie als Achse des Coordinatensystems genommen wird, 

+iy 



-t/» 



Ä'g«! / a^cosddd, 
daher 

y 

Für den Halbkreis ist dies 

g=«__a = 0,4244a; 

O 7C 



für den Quadranten 



|«=-7 — a = 0,6002a. 



Aufgabe 69. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten | und 
71 für diejenige Fläche berechnet werden, welche begrenzt wird 

1. von dem von bis --- gerechneten Bogen der Cardioide 

ri==a(l +cosQ)y 

2. von dessen letztem Leit&trahle, 3. von der zugehörigen halben 
Peripherie des als Basis dieser Cardioide dienenden Kreises und 
4. von der zn dieser halben Peripherie gehörenden Durchmesser- 
verlängerung. 
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Lösung. Da hier (vergl. die Lösung der Aufgabe 67) Oo"™^» 
01 = — , ro == a CÖ5 0, r^ == a (1 + C05 0) ist, so sind die zu er- 
mittelnden Coordinaten | und ri durch die Gleichungen 

7t 

8=^a^ I (l + 2cosd)dey 



n 



81^ = ^a^ I (l + 3cos0 + 3co52 0)co5 0d0, 





7t 



Sri^\a^ I (l + Scose + 3cos^d)sinddd 



bestimmt. Aus denselben folgt bei Ausführung der Integrationen 

Ä| = i(« + 4)a», 

Mithin hat mim 

i = a und v = — ? r ü. 

7t 

Aufgabe 70. Für den von bis — gerechneten Sector der 

Spirale des Archimedes (r = ad) sollen die Coordinaten | und 
71 des Schwerpunktes bestimmt werden. 

Lösung. Nimmt man den Pol des Systems, auf welches 
sich die Gleichung r'=a0 bezieht, als Anfangspunkt des J, die 
Achse als seine Eichtung und senkrecht dagegen das 17, so hat 
man zur Bestimmung der beiden gesuchten Coordinaten die Gleich- 
ungen (vergl. Lösung der Aufgabe 67) 



ft 

•ß 



S^la^ I e*d0, 



it_ 



7t 



=^0,^ I e^si 



Sti = W I Ö's»«ÖdO. 
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Dieselben liefern 

-Sl — ^V («* - 24« + 48) a», 
Ä»j-i(«''-8)a». 
Daher ist 

. ^ 2 («»-24« + 48) 

12 («» - 8) 

Anfgabe 71. Welche Werthe haben die Coordinaten ^ und 
71 des von bis gerechneten Sectors der logarith mischen 
Spirale r=^ae^? 

Lösung. Nach Anleitung der Lösung der Aufgabe 67 hat 

man hier 

e 





e 







k/ 





Aus der ersten dieser Gleichungen folgt sofort 

die Litegrale 

J=^f^^cosede und J^^fe^^sinOdd, 

welche in den beiden letzten yorkommen, *liefem 

Mithin hat man 

j^ « ^e^e (ß si^ Q _ cos 6) , 
also 

folglich 
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f=Aa 



V 



= tV« 



e^^(Ssme-cosd) + l 



Fig. 8. 



D. Bestimmung des Schwerpunktes von Cylinderflachen. 

Aufgabe 72. Bezogen auf ein recbtwuiMiges Coordinaten- 
system ist eine homogene Cylinderfläche gegeben, welche parallel 
der ^- Achse liegt und deren Leitlinie eine in der a;^;- Ebene ge- 
zeichnete Curve AB (Fig. 8) von der Gleichung 0^ip(x) ist. Aus 
derselben wird durch einen verticalen Cylinder, der über der Fläche 
MqM^N^Nq steht, ein Stück CDEF herausgebrochen. Die Cur- 
YQTL MqM^ und ^0^1 ß^^ durch die Gleichungen yo^foix) und 
^j « fj (x) bestimmt. Es 
sollen die Schwerpunkts- 
coordinaten ^, i} und ^ 
der Fläche CDEF, deren 
Inhalt mit 8 bezeichnet 
werden möge, berechnet 
werden. 

Lösung. Da z nur 
eine Function von Xy nicht 
auch von y, ist, so darf 
man sich die FlächeCD^EJ-F 
in streifenförmige Ele- 
mente zerlegt denken, 
welche die Länge y^—ya 
und die Breite ds haben 
(wobei ds das Differential des Bogens AB bedeutet). Wird nun 
OLq mit Xq, OL^ mit x^ bezeichnet, so sind die gesuchten Schwer- 
punktscoordinaten durch die Gleichungen 




af = «1 



S^=l x{y. 



— yo)^Sy 



X=Xo 



X = Xi 



X = X\ 



Sn=J hivi 



+ Vo) {Vi — %) ^^ 



-lA'- 



%)<*«. 



X — — Xq 



X =: Xo 
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Z = Xi 



st 



x=^Xo 

X=sXi 

-ß. 



yo)ä8, 



S^ I (yi-yo)d8, 



bestimmt y in welchen ds 



-V^^' 



dx ist. 



Aufgabe 78. Von einem Klostergewölbe, dessen Bogen 
CNÄ ein Viertelkreis ist, sind (Fig. 9) die Dimensionen 

OÄ-^OC=a und ÄB^OB^h ge- 
geben. Man sucht die Schwerpunkts- 
coordinaten |, ri und ^ des Oewölb- 
flächentheiles CNÄDFC. 

Lösung. I, 1/ und ^ sind hier 
durch die Gleichungen 



Fig. 9. 




x = a 



x = a 



S^= I xyds, 



Sv-^ 



Uy'ds, 



«BSO 



aj=0 



»sssa 



x==a 



St 



- / yzdSy 



S 



^ I yds 



bestimmt, wenn mit 8 der Inhalt der Gewölbflache CNÄDPC^ 

mit ds das Differential des Bogens CN bezeichnet wird und wenn 

die Coordinaten von P x, y und genannt werden. 

In diesen Gleichungen ist 

a 



ds=- 



dx. 



Daraus ergiebt sich leicht 

(also der Satz: Flfiche CNABPC gleich dem Doppelten ihrer 
Horizontalprojection). 

Femer, etwa unter Anwendung der Substitution 

X 

a 
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Sodann folgt 

Sri= — S^^ also 8ri = ^ah^7t, 
Endlich 

Die gesuchten Schwerpnnktscoordinaten sind mithin 

d. i £ nahezu gleich -H*^) ^ nahezu i^K 

Aufgabe 74. Die Wölblinie CNA des Gewölbes CNADFC 
(Fig. 9) ist eine gemeine Eettenlinie, deren Scheitel in C liegt. 
Gegeben sind die Dimensionen OA^=^a^ AB^l), OC=^c und der 
Parameter Ä, welcher mit a und c bekanntlich durch die Gleich- 

ung c + Ä; = — le*+^ *) zusammenhängt. Es sollen die Coor- 

dinaten |, ri und f, ^, ria und £, der Schwerpunkte der Gewölb- 
flächen CNF und CAD berechnet werden. 

Lösung. Bezeichnet man den Lihalt der Fläche CNF mit 
8j die Länge des Bogens CN mit 5, die Coordinaten von F mit 
Xy y und js^, so sind £, ?} und ^ durch die Gleichungen 



X 



/^ X X 








a; 



*f - ^/t + ' - 1 (•*+ ^" *)]' («*+ «" *) "• 





bestimmt. Aus denselben folgt zunächst 



S| = ^ [(a^ + 2 Ä»Ve^- e~ * ) - 2 ifca) (e"* + e~ V J ' 
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St, = 4^»[(a;* + 2 fc*) (e^- e~^j-2 hx (e* + e~ *)] , 
Äf = |- [& (c + fc) U (e'* - e~ M - fc f e*+ e~ *^) + 2«; } 

Hierfür kann man besser schreiben, wenn man beachtet, dass 

s= — le*-— c *)iBt und dies sich leicht construiren lässt (vergl. 

Aufg. 55), 

5'=- sx — k (c — g) \y 

Ä'i?=^2r(Ä2 + 2Ä;*)s- 2A;a;(c + Aj-^)J, 
St=^^[2(c + 1c) {sx-1c(c-z) + k^} 

-[s(c + k-,)x + ^(x'-s')]']. 

Hieraus folgen |, t} und ^ sogleich durch Division. 

Nimmt man x==ay = und versteht unter Sa die Länge 
des Bogens CNÄ, unter Sa den Inhalt der Fläche CAD^ so gehen 
die vorigen Gleichungen in 

Sa = -{a8a'-kc) = l\Sa j » 

u. s. w. über, aus denen dann wiederum die Schwerpunktscoordinaten 
|a> i^a luid ^a durch Division sich ergeben. 

E. Bestimmung des Schwerpunktes von 

Umdrehungsflächen. 

Aufgabe 75. Eine Curve BF (Fig. 10), deren Gleichung 
0=^f(x) ist, dreht sich um die a?- Achse eines rechtwinkligen 
Systems, bis sie aus der o^jb^- Ebene in die o;^- Ebene kommt. 
Man verlangt die Coordinaten §, ff und f des Schwerpunktes von 
dem dadurch entstandenen Quadranten der ümdrehungsfläche, 
weon diese von OLq^Xq bis OL^ = x^ gerechnet wird. 
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Lösung. Es sei LMN ein zur a;- Achse senkrechter Quer- 
schnitt an beliebiger Stelle, OL^x^ LN^ß^ EN=s. Denkt 
man sich dann die Fläche in unendlich schmale Streifen von der 
Breite ds zerlegt, so ist | durch die Gleichungen 



Ä|= 



und 



f/'lA^ 



2 



Fig. 10. 



dx 



asb 



Xi 



-i/y'+eij 



dx 




bestimmt. 

Femer erhält man t^ 
und f , welche offenbar ein- 
ander gleich sein müssen, aus 
der Bemerkung, dass der 
Schwerpunkt Q des Querschnittes LMN, als derjenige eines Kreis- 
bogens, nach Lösung der Aufgabe 54 so liegen muss, dass sich 

X$:XP= Sehne JlfJV: Bogen MPN 

verhält. Es ergiebt sich nämlich hieraus die Gleichung 

«1 



Sri 



='t-ßV^) 



2 



dx. 



Xo 



Aufgabe 76. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten §, ti 
und f der Fläche AB FC (Fig. 10) bestimmt werden, unter der 
Voraussetzung, dass die rotirende Curve D^ die gemeine Ketten- 
linie 



-\{Ke-^) 



ist. 



Lösung. Wird mit 8 der Inhalt der Fläche ÄDFC, mit 
s die Länge des Kettenlinienbogens DJP, mit x die von Oi^ be- 
zeichnet, so hat man 



X 



s 



?!/■( 



e* -f € 



Xk2 



dXy 
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X 



5|-|^* /x(e*+e *)V 



X 



8ti^Si=^Js^ I (e^ +e '^) dx. 





Hieraus ergiebt sieb leicbt 



«_j[4(.'f_r'f)+|^_f(i_.-f)'], 



Sfi^S^^^^Jf^Ue'^ -e n +12(e'' -e MJ. 



k / — — — \ 
Beachtet man, dass s = — (e*— c *) und dass sich dies 

leicht construiren lässt (vergL Lösung der Aufg. 55), so wird man 
hierfür besser schreiben 

Mithin sind die zu berechnenden Schwerpunktscoordinaten 

2sx0 + k(a^ — s^) 
. 2{sz + kx) 

^''^'^37t(s0 + kx)' 
Aufgabe 77. Um die jer- Achse eines rechtwinkligen Coordi- 

natensjstems dreht sich die gemeine Eettenlinie «? = — (e*+ß *) 

ein volles Mal. Wo liegt der Schwerpunkt des dadurch erzeugten 
Eettenconoids? 

Lösung. Da die Fläche symmetrisch zur £;- Achse ist, so 
muss der Schwerpunkt offenbar auf dieser liegen. Für seinen Ab- 
stand i vom Coordinatenanfange hat man, wenn mit S die Ober- 
flache des Conoids bezeichnet wird und unbestimknte Integration 
zur Anwendung kommt, 



1 
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St = -7r 



= — Ixie^-f-e ^ ] dx, 



Da für x^O auch S=0 sein musSy so ergiebt sich 

Const. =^-\^j). 
mithin 

.f_*|[i,(.-f_r*f)+^-^(.-t+r'f)+|*], . 

oder besser, wenn unter s der Kettenlinienbogen verstanden wird, 

Für den Inhalt der Umdrehungsfläche findet man leicht 

8=^27t[sx — k(0 — k)]y 
also ist 

. 2sx0 — k (s^ — a^) 

sx — k{z — k) 

der Abstand des Schwerpunktes vom Coordinatenanfange. 

Aufgabe 78. Eine in der o;^- Ebene eines rechtwinkligen 
Coordinatensjstems gezeichnete Curve von der Gleichung y==f{x) 
dreht sich um die a;- Achse um einen Winkel a. Es sollen die 
Coordinaten des Schwerpunktes der hierdurch erzeugten Rotations- 
fläche berechnet werden, unter der Voraussetzung, dass die Curve 
von der Abscisse Xq bis zur Abscisse x^ gerechnet wird. 

Lösung. Man denke sich an der Stelle x einen Querschnitt 
parallel zur ^jef- Ebene und an der Stelle x-^dx noch einen. Zwi- 
schen denselben liegt dann ein Flächenelement dSy dessen Inhalt 



1) dÄ=«,]/i+@)V 



ist; der Schwerpunkt desselben möge Q heissen; seine drei Cobr 
dinaten Q Q\ Q ö" und Q Qf". Dann hat man zur Bestimmung von 
I, fj und ^ die Gleichungen 



8i 



-j Qq!".d8, 



« = a?o 



l 



] 
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x = x, 



Ä1J 



si 



"/ QQf'.dS, 

X =s X0 

• / QQf.dS. 



Hierin ist dS nach Gleichnng l) bekannt. QQ ist der Abscisse 
X gleich. Für QQ^' \mä Q^ findet man leicht 

.. stfi et . 2 

wenn man den bekannten Satz für die Lage des Schwerpunktes 
eines Kreisbogens zur Anwendung bringt (Lösung der Aufg. 54). 
Es ist daher 



«0 

Xi 



Xo 

«I 



V' 



Äf«2sm*- / y^Yl+^^dx, 



also 



Xo 



CC 

Da zu diesen Gleichungen noch die aus 1) folgende 



8^a I yYT'+i/^dx 

tritt y so sind hiermit die gesuchten Schwerpunktscoordinaten toU- 
ständig bestimmt. 

Aufgabe 79. Wo liegt der Schwerpunkt eines halben Kugel- 
zweiecks, dessen Seiten zwei Meridiane sind, dessen Winkel et 
und dessen Kugelradius a ist? Wo liegt der des Octanten der 
Kugelfläche? 
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Lösung. Legt man das Coordinatensjstem so, dass die zu 
den Seiten des Zweiecks gehörige Kugelachse die a;-Achse ist, der 
Kugelmittelpunkt der Anfangspunkt der Abscissen, die Ebene der 
einen Zweiecksseite die a;t/- Ebene, so hat man zur Bestimmung 
der auf dieses System bezogenen Schwerpunktscoordinaten (nach 
Anleitung der Lösung der vorigen Aufgabe) die Gleichungen 






^l = « I xya^--x^ .—= dXy 81^'= u. s. w. 

ya^ — x^ 


Dieselben liefern nach Ausführung der Integrationen 

welches letztere Resultat auch aus der elementaren Geometrie be- 
kannt ist. 

Man hat daher 

sin^ — 
sma ■ 2 

§ = iöJ, ri = \na , t^^na » 

a a 

als Coordinaten des gesuchten Schwerpunktes. 

Für den Octanten der Kugelfläche ergiebt sich hieraus 

Aufgabe 80. Auf einer Rotationsfläche, welche dadurch ent- 
standen ist, dass sich die Curve ^ = /'(a;) um die a;- Achse eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems drehte, liegt ein Viereck, be- 
grenzt von zwei Parallelkreisen, deren Ebenen um oJq, be- 
züglich x^, von der ^;?-Ebene abstehen und zwei Meridianen, 
welche mit dem Horizonte, d. i. mit der a;^- Ebene, die Winkel 
Wq, bezüglich w^^ bilden. Die Coordinaten |, ij, ? des Schwer- 
punktes dieses Vierecks sollen berechnet werden L für den in der 
Aufgabe bezeichneten allgemeinen Fall, IL f(ir den, dass der Ho- 
rizont den Winkel w^j — Wq = y halbirt. 

Lösung. Die Aufgabe 80 ist eine Erweiterung von Nr. tS, 
auf welche bezüglich der Behandlung verwiesen werden möge. 
Man gelangt zu den die Schwerpunktscoordinaten* |, 97 und i be- 
stimmenden Gleichungen- 
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»1 



= (wi-Wo) /y 






«1 



'i-n) /a 



Äg = K - Wo) / xy yr+y* «««, 



X. 



=« («inw^i — stn wj / y^yi + y * da?, 



«0 



«i 



iSf =» (cos Wq — C05 Wj) / y^yi +y'^dx « te« ^ (w^ + m^q) iS'iy. 

Liegt der Horizont so, dass er den Winkel «?, — w^^y halbirt, 
so lauten diese Gleichungen 



-yf. 



s-r / »Vi+F'ii«, 



7' 



S| = y / äcy/l+y*«««, 






7' 



Äij = 2sM»iy / y^yi+i/Ux, 






F. Bestimmung des Schwerpunktes beliebiger Flächen. 

9 

Aufgabe 81. In der xy-lEbene eines rechtwinkligen Systems 
sind zwei Curven NqMqN^ und NqM^N^ (^ig- H) 8^8^^^^ y welche 
die Gleichungen ^q = /q (o?) und y^ = ^^ (aj) haben. Sie werden von 
der Abscisse OLq^^Xq bis zur Abscisse OL^ = x^ gerechnet. Es 
sollen die Coordinaten J» ^ ^nd f des Schwerpunktes von dem- 
jenigen Theile der homogenen Fläche & = f{x^y) bestimmt wer- 
den, welcher senkrecht über dem Grundrisse N^^N^M^ liegt. 



I 
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Lösung. Bezeichnet man die Coordinaten OL, LP\ P'P 
eines beliebigen Flächenpunktes P mit x, y, z und den Inhalt des 
über NqMqN^M^ liegenden Flächentheils mit S, so hat man |, ri 
und ^ durch die Gleichungen 

r r Fig. 11. 

1) Ä|= / / Bxdxdy, 

Xo Vo 

xi Vi 



2) Sri 



-Iß 



Bydxdy^ 



xi y, 



3)5?= 



// 



Bzdxdy^ 



Xo Vo 

Xi Vi 



4) S 



=// 



Bdxdy, 



Xo yo 

in denen zur Abkürzung 




5) 



v<-y<i)'-^ 



gesetzt ist. Es ergeben sich diese Gleichungen leicht aus Fig. 11, 
wenn man sich die Fläche in Elemente von zwei unendlich klei- 
nen Dimensionen zerlegt denkt und beachtet, dass der Winkel v 
zwischen Flächennormale und ;e^- Achse durch 

1 

COSV=' 



lAW^ 



2 



bekannt ist. 



Aufgabe 82. Aus den Besultaten der vorhergehenden Auf- 
gabe sollen die allgemeinen Formeln zur Bestimmung des Schwer- 
punktes von L ebenen Flächen, IL Cylinderflächen herge- 
leitet werden; femer IIL die für den Schwerpunkt des Quadranten 
derjenigen Rotationsfläche, welche durch Drehung der Curve 
yi = f{x)y um die a;- Achse, entsteht. 

Lösung. I Nimmt man die Ebene der Fläche als a:y-Ebene, 
so* ist 0^0 und jß=l. Setzt man dies in die Gleichungen 1) 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 5 
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bis 4) der vorhergehenden Aufgabe ein und ftLhrt die Integration 
in Bezug auf y aus, so ergeben sich 



-l^(yi- 



S^^ I (ß(yi-yo)dx, 



-iß. 



Sv = ^ I (ifi*-yo*)dx, 



«0 



flEb ^ 

als allgenieine Formeln für die Schwerpunktsbestimmung. Dies 
sind dieselben Resultate, wie in der Lösung der Aufgabe 64. 

IL Liegt die Cylinderflöche parallel zur «/- Achse, so ist a eine 
Function von x allein, nicht auch von y. In Folge dessen gehen 
die Gleichungen 1) bis 4) der Lösung der vorigen Aufgabe in 



=- 1 ^{yi- 



S^-^ / x(y,-yo)VT+7'dx, 



a^ 






Sv-i 1 (yi'-%')Vi+7'dx, 



Xo 
«1 



Xo 

Xi 

s-/(yi-yo)Vi+^'dx 



Xq 

über, was mit Nr. 72 übereinstimmt. 

III. Da die Gleichung der vorgeschriebenen Umdrehungsfläche 
2/i* = y^ + ^^ ist, so hat man 



-y 



B-- ./- + ^i 



f2 



yi^ - y^ 



Wird dies in die Gleichungen 1) bis 4) der Lösung der vorigen 
Aufgabe eingesetzt, so ergiebt sich 
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«i Vi 



«i Vi 



Xq 

«1 Vi 



-ff'"Vk 



SV= I I yViV ^P^,dxdy, 



Xo 

«1 Vi 



Si- j jy^Vl+y^^dxdy, 

Xq 

«1 yi 



-//■v^ 



«=/ /yil/fT^Ida'<iy- 



Xo 

Beachtet man hier, dass y^ und ^j' Functionen von x allein, nicht 
auch von y, sind, so ergeben sich aus diesen Gleichungen die ein- 
facheren 



«i 



-'^ß 



Si—K / xy,Vl+y,'Ux, 



«0 

Xi 

-ß' 



Sn-^St^ I y*y\-^y^Ux, 



Xo 
Xi 



S'-jly,yi+9,"dx, 

Xo 

welche mit den unter Nr. 75 gefundenen übereinstimmen, wenn 
man statt y^^ schreibt. 

Aufgabe 83. Bezogen auf ein rechtwinMiges Coordinaten- 
system ist ein Kugeloctant (oder auch ein Kuppelgewölbe) 
gegeben, dessen Eadius a ist und dessen Kugelmittelpunkt mit dem 
Anfange der Coordinaten. zusammenfällt. In der o;^- Ebene befindet 
sich ein Halbkreis über der aj- Achse, welcher den Halbmesser 
^a hat und von der y- Achse berührt wird. Man soll nach An- 
leitung der Lösung der Aufgabe 81 die Schwerpunktscoordinaten 
§, 71 und f desjenigen Theiles der Kugelfläche (oder der Oberfläche 
des Kuppelgewölbes) berechnen, der vertical über dem genannten 
Halbkreise liegt. 

6* 
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Lösung. Die gesuchten Coordinaten $, ^ und ^ sind hier 
durch die Oleichungen 

a yx (a — x) 



-ff' 



8i^ I I xBdxdy, 



a Yx (a — *) 



■//' 



'^^^ / I y^dxdy, 



rx (a — x) 

St= I I zBdxdy, 



-ff 





a 'x {a — x) 



ff 



S= I I Edxdy, 



bestinunt, in denen R dieselbe Bedeutung hat, wie bei der Lös- 
ung der Aufgabe 81. 

Da nun = ya^ — x^ — y% also 

a 



B 



Ya^ --x^ —y^ 
ist, so hat man 

a rx (fl — x) 

dy 




S^=a I dx 



Yc? — Q?—y^ 



Hieraus folgt, nach Ausfährung der Integrationen, 

1) «-(f-')°" 

(also der Ifdbsche Satz, dass der Kugeloctant vermindert um die 
in Betracht gezogene Fläche dem Quadrate des Kugelradius gleich ist). 

Ferner hat man 



Si 



"ffr^ 



a Vxia—x) 

xdxdy 



.2 _ ^2 _ yi 





Kehrt man hier die Integrationsordnung um, so geht diese Gleich- 
ung über in 
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a 




S^^al dy 



xdx 



Ya^-y^-x^ 







woraus sich schliesslich 

2) • S^ = ia^ 

ergiebt. Zu demselben Resultate kann man auch dadurch leicht 
kommen, dass man S^ zunächst durch Polarcoordinaten, r und 6, 
ausdrückt, dann aber unter Verwendung der naheliegenden Sub- 
stitution r = a cos (p integrirt. 
Eben so ist 

dy 



Sri = a I dx 1 -=M=J==^ 
- J J Vä'-^-y' 



und hieraus folgt 
3) «,= (!_ |).. = ?izi... 

Endlich ,. 

a Vx (a — 0?) 




St^ a I dx I dyy 

das ist 

4) Si-=^7ca\ 

Aus den Gleichungen 1) bis 4) ergeben sich nun die ge- 
suchten Schwerpunktscoordinaten zu 

2 3 TT— 8 ' 7t 

Aufgabe 84. In der a;y- Ebene eines rechtwinkligen Co- 
ordinatensystems ist ein Ellipsenquadrant aus den Halbachsen a 
und h so construirt, dass die letzteren mit der x- bezüglich y- 
Achse zusammenfallen. Ueber demselben steht ein elliptisches 
Paraboloid, dessen Oleichung 

ist. Man sucht die Schwerpunktscoordinaten |, ij und f von dem- 
jenigen Theile dieser Fläche, welcher über jenem Ellipsenquadran- 
ten liegt. 
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Lösung. In den allgemeinen Gleichungen 1) bis 4) der 
Lösung der Aufgabe 81, welche zur Schwerpunktsbestimmung der 
allgemeinen Fläche z^^f{x,y) dienen, ist hier 






also 



--V^^^hm-V^^r 



dieselben lauten daher 



=//i/-?+i 



S=l I \/ ^+ii + tdxdy. 







a 6l/r:i 



Ä|=/ /a;|/l + f, + |*dajdjr, 







-fßV^'i'^i 



Sn=l /y|/l+ ~, + fidxdy, 



a *ym; 



//lA^ 



^?=/ /^U ^ + i+Y'^^^^- 





Schafft man in der ersten dieser vier Gleichungen die elliptischen 
Grenzen mittelst der Substitutionen 

X'=aQCosdy y = hQsind 
weg, so ergiebt sich sehr leicht 

Unter Benutzung derselben Substitutionen liefert die zweite 
Gleichung 



an I q 



s^^aH 1 Q^yr+i^Q; 





dies giebt, bei Anwendung einer bekannten Reductionsformel, 
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71 



Ä| = ia*6 [3 1/2 - Z (1 + Y2)]. 
Auf dieselbe Weise folg^ ans der dritten der obigen vier 
Gleichungen i 



8fi 



ab' / ^ 



Q^yr+j^dQ, 



das ist soviel wie 



mithin 



a 



Endlich erhält man aus der vierten der genannten Gleichungen 

St-i^(l+V2)7tah(a + l)), 
Daher sind 

3 a [Sy~2-l(l-\-y2)] 

47r(2]/2-l) 
3 5 [3 1/2-^(1 + 1/2)] 

47r(2V¥-l) 

(a + h)(l+Y2) 

10 (2 ]/2 - 1) 
die verlangten Schwerpunktscoordinaten. 



f = 



G. Bestimmung des Schwerpunktes cylindrisch 

begrenzter Körper. 

Aufgabe 85. Ueber den Curven AqBq und Ä^B^ (Fig. 12), 
welche die Gleichungen 

^0 = 9>o (^) ™^ ^1 = 9>i {^) 
haben ^ liegen zwei CyHn- 

derflächen Fq und JP\ pa- 
rallel zur y- Achse des 
rechtwinkligen Coordina- 
tensystems. Inderaj^z-Ebene 
sind zwei Linien TqMqT^^ 
und TqM^ T^ gezeichnet, 
welche von der Abscisse 
Xq bis zur Abscisse x^ ge- 
rechnet werden und die 
Gleichungen 
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haben. Ueber denselben stehen Cjlinderfltlchen parallel zur ;e:- Achse. 
Man sacht die Schwerpunktscoordinaten ^, ri und ^ für denjenigen 
homogenen Körper, welcher von den genannten vier Flächen be- 
grenzt wird. 

Lösung. Denkt man sich den Körper in stabfÖrmige Elemente, 
parallel zur äj- Achse zerlegt, bezeichnet sein Volumen mit Y und 
die Coordinaten des allgemeinen Punktes desselben mit x^ y, z, 
so hat man zur Bestimmung der gesuchten Schwerpunktscoordinaten 
I, fi und t die Gleichungen 



ZQ)dxdy, 



•^1 yi 



«0 yo 

Xi y, 



= / I y{^i-< 



«6 Vo 






"i yi 



«1 Vi 



=//('.-■<. 



) dx dy. 



«0 y© 
Da nun z^ und Zq nicht von y, sondern nur von x abhängen, so 

lässt sich die Integration in Bezug auf y ausführen. Die Formeln 

lauten also einfacher 

«1 



«9 Xi 

Xq Xi 

"^= / (2/1 - 2/o) (^1 - ^o) ^^ ; 
«1^ 
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zu denselben gelangt man noch schneller, wenn man von vorn 
herein den Körper in Schichten parallel zur t/;8:- Ebene, statt in 
stabförmige Elemente, zerlegt. 

Aufgabe 86. Von dem Klostergewölbe CADO (Fig. 9 
auf Seite 56), dessen Wölblinie GNA eine gemeine Parabel 
ist, deren Scheitel in C liegt, sind die Dimensionen OA = ay AD 
= 0J?=&, OC=h und der Parabelhalbparameter ^ gegeben (wel- 
cher letztere mit a und h durch die Gleichung a^^=2ph zusammen- 
hängt). Man verlangt die Coordinaten ^, rj und f des Gewölb- 
körpers CADO. 

Lösung. Werden die Coordinaten OX, LM und MF eines 
beliebigen Punktes P der Wölblinie CPD mit x, y^ und fs^ be- 
zeichnet, so sind I, 71 und f durch die Gleichungen 



a 



F§= / xy^z^dx, Vri==^^ I y^z^dx, Vt=-^ 1 yi^^^dx, 



a 



dx 



bestimmt. 

Hierbei ist y^=^ — oj, ;e?i=Ä — — -. Daher ergiebt sich, bei 

Einsetzung dieser Werthe, sehr leicht 

oder, wenn Ä benutzt wird, 
Femer hat man 



und daraus 







oder, wenn man wieder h einführt, 



7^«^\a^6Ä. 



Auf dieselbe Weise folgt 
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endlich 

Die verlangten Schwerpunktscoordinaten sind mithin 

Aufgabe 87. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten §, ri 
und f des homogenen Gewölbkörpers CABO*^ V (Pig. 9 auf Seite 
56) berechnet werden, dessen Wölblinie CNA eine gemeine 
Kettenlinie ist, deren Scheitel in C liegt und deren Parameter 
Ic man kennt. Gegeben sind, ausser h^ die Dimensionen OA^^a, 
AD = OB=«h, 00=' hy also auch h + h, welches c heissen möge. 

Lösung. Bezeichnet man die Länge des Bogens CA, welche 
sich bekanntlich sehr leicht construiren lässt (yergl. Lösung der 
Aufgabe 55) mit s und beachtet, dass 

— Iß*— c * l=-5 und ~l 6* +e *j = c 

ist, so findet man 

F-= — |^a«c-fc(a5-ÄA;)|, 

Vi^^\^a^{ac-31cs)+Qk*(ac-ks)^, 



""^-L^^^ 



n= 



-/a«(2c2 + A;*) + Ä^(7c^ + Ä;«)-2cÄ;(3a5 + 4Ä*)|. 



8 

Aus diesen vier Gleichungen folgen die Schwerpunktscoordinaten 
I, ri und l sogleich durch Division. 

Aufgabe 88. Ein gerades Prisma von der Höhe h hat 
ein rechtwinkliges Dreieck zur Basis, dessen Katheten a und c 
sind. Die Dichtigkeit des Körpers wächst proportional dem Ab- 
stände von derjenigen Seitenfläche, welche von den Kanten h und 
c gebildet wird und hat im Abstände 1 von derselben den Werth 
K Es sollen die Coordinaten des Schwerpunktes des Prima's be- 
rechnet werden. 

Lösung. Legt man das Coordinatensjstem so, dass die Kante 
a mit der o;- Achse, die Kante h mit der 3^- Achse, c mit der ;e^ Achse 
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zusammenföllt und bezeiclmet mit G- das Gewicht des Körpers, mit 
^, ^ und f, wie gewöhnlich, die Schwerpunktscoordinaten, so hat 
man zur Bestimmung von ^ die Gleichungen 






ff|-=-^ / oi^(a — x)dXy 







Aus denselben folgt 



hhc f 
G = / x(a — x)dx. 





mithin 

Ferner, ohne Rechnung, 

Endlich erhält man ^ aus der Gleichung 



*«■ Cr 



6ff=.-^ / {a-xfxdx. 





Dieselbe liefert 
daher ist 

das z des Schwerpunktes. 

Aufgabe 89. Ein gerader Kreiscylinder, welcher die 
Achsenlänge a und den Grundflächenradius h hat, ändert seine 
Dichtigkeit nach Schichten parallel zur Deckfläche derartig, dass 
das Gewicht der Volumeneinheit immer aus einem constanten Theile 
k und aus einem veränderlichen besteht, der dem Abstände von 
der Deckfläche proportional ist, für die Einheit dieses Abstandes 
aber den Werth n besitzt. Man soll die Lage des Schwerpunktes 
dieses Cylinders berechnen. 

Lösung. Für das Cylindergewicht findet man leicht 

dasselbe ist mithin gleich demjenigen Gewichte, welches der Körper 
haben würde, wenn er durchweg die in seiner halben Höhe herr^ 
sehende Dichtigkeit besässe. 
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Das bezüglich der Cjlinderdeckfläche genommene statische Mo- 
ment dieses Gewichtes hat den Werth 

Daher liegt der Schwerpunkt in dem Abstände 

3k-\'2na 
^^3{2k + na)^ 

von der Deckfläche (und selbstverständlich auf der Achse). 

Wenn n verglichen mit k sehr klein ist, so besitzt f nahezu 
den Werth ^a; ist hingegen n verglichen mit k sehr gross, so 
hat f den Näh erungs werth -|a. 



H. Bestimmung des Schwerpunktes von Umdrehungs- 
körpern. 

Aufgabe 90. Die Curve BC (Fig. 10 auf Seite 59), deren 
Gleichung yi = f {x) gegeben ist und welche von der Abscisse 
OLq^= a^ bis zur Abscisse OL^ = a^ gerechnet wird, erzeugt einen 
Botationsflächenquadranten BEFC^ indem sie sich um die o?- Achse 
dreht. Welches sind die Coordinaten §, ri und ^ des Schwerpunktes 
des Umdrehungskörpers BEL^CFL^? 

Lösung. Denkt man sich das Volumen V in stabförmige 
Elemente, parallel zur ^i- Achse, zerlegt, und bezeichnet die Coor- 
dinaten des allgemeinen Oberflächenpunktes P mit x, y, 0, so hat 
man $, ri und f zunächst durch die Gleichungen 

Oo 

«1 Vi 



- ''-fß 



Vt,= Ff= / / yYy^'-yUxdy, 



Oo 

«1 Vi 



'ff^- 



2 ...2 



— y^ dx dy. 



Oo 

Dieselben gehen, da sich die Integration in Bezug auf y ausführen 
lässt, über in 
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?/ 



«1 

2 






«1 






f/ 



a, 
2 



^1^ dx. 

Hieraus folgen |, iq und f. durch Division. 

Aufgabe 91. Es soll, unter Anwendung rechtwinkliger Co- 
ordinaten (wie bei Nr. 90), die Lage des Schwerpunktes von dem 
Volumen eines Kugeloctanten, dessen Radius a ist, berechnet 
werden. 

Lösung. Wird der Eugelmittelpunkt als Coordinatenanfang 
genommen und das Volumen des Octanten mit V bezeichnet, so 
sind die Schwerpunktscoordinaten |, r^ und t durch die Gleichungen 



a 



f/-(«*- 



F§==— / x{a^-'X^)dx, 





a 



'/"^ 



Vri^Vt^^ I ya^-x^^dx 





bestimmt, in welchen bekanntlich 

6 

ist. Aus der ersten dieser Formeln ergiebt sich sogleich 

die zweite derselben liefert, unter Benutzung bekannter Beduc- 
tionsformeln, 

Die Coordinaten des Schwerpunktes sind daher 
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Aufgabe 92. Ein homogener Körper ist aus einer Halb- 
kugel und einem geraden Ereiskegel so zusammengesetzt, dass 
die Basis der Halbkugel in der ihr congruenten des Kegels liegt. 
Der Kugelradius ist c, die Kegelhöhe a. Man soll I. berechnen, 
wo der Schwerpunkt dieses Körpers liegt, IL wie sich Kegelhöhe 
und Kugelradius verhalten müssen, wenn immer Gleichgewicht 
stattfinden soll, mit welchem Punkte der Halbkugelfiäche man den 
Körper auch auf eine horizontale Ebene aufsetzen mag. 

Lösung. L Der Schwerpunkt liegt natürlich auf der Sym- 
metrieachse. Nimmt man diese als rr- Achse und den Mittelpunkt 
der Kegelbasis als Cpordinatenanfang, so enthält die Momente- 
gleichung 

a c 

-J-7rc^(a+ 2c)| = — 2" / {a — x^xüx — itj {c^ — x^)xdx 



die B€8timmung des Schwerpunktsabstandes ^ von der Kegelgrund- 
fläche. 

Dieselbe liefert 

was sowohl positiv, als auch negativ, sein kann. 

IL Soll der Körper immer im Gleichgewichte sein, mit wel- 
chem Punkte der Kugeloberfläche man ihn auch aufsetzen mag, 
so muss sein Schwerpunkt offenbar mit dem Kugelmittelpunkte zu- 
sammenfallen; es muss also 

a = c|/3 
sein, der Winkel, welchen die Kegelseite mit der Kegelbasis bildet, 
daher 60 Grad. 

Aufgabe 93. Es soll der Schwerpunkt desjenigen Körpers 
bestimmt werden, dessen Mantelfläche entsteht, wenn sich die 
Kettenlinie BF (Fig. 10 auf Seite 69), deren Gleichung 

ist, ein volles Mal um die o?- Achse dreht. 

Lösung. Da der gesuchte Punkt auf der aj- Achse liegt, so 
braucht nur sein J berechnet zu werden. 
Für dasselbe hat man 
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X 

X fl;\2 






'Vl = —'k I x\e +6 J dx 
und " X 

x^ _x\^ 

Y^'^1^ I Ve* + c ^) dx. 



/^•/ X a:\3 





Hieraus folgt, wenn man mit s die Länge desjenigen Kettenlinien- 
bogens bezeichnet, welcher zu der Ordinate z gehört, 

VI = \%k [2 sxz + h{x^- s^)] , 
Y -= ^^^{sz -{-lex). 
Der Schwerpunktsabstand ist mithin 

2sxz ^Iclix? — s^] 
. 2 {sz + Äa;) 

(Vergl. Aufgabe 76 und deren Lösung.) 

Aufgabe 94. Wie Nr. 93, nur dreht sich die Kettenlinie 
um die ;sf- Achse, statt um die a5- Achse. 

Lösung. Hier ist blos der Abstand ^ des Schwerpunktes 
von der o;^- Ebene zu berechnen. Dazu hat man 

X 
/^ / X x\ / X x\ 

Ff =='-^^ [x^ (2z^ - h^) - ks (2 xz - Jcs)]. 
Femer findet man leicht 

V==-7t {x^z—2k[sx — 7c(z — k)]}', 

*^''' ''* x^ (2z^ - k^) - ks {2xz - ks) 



? = 



x^z — 2k \sx — k(z — k)] 



J. Bestimmung des Schwerpunktes beliebiger Körper. 

cc) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 95. üeber den Curven TqMqTj^ und TqMj^T^ (Fig. 12 
auf Seite 71), welche die Gleichungen 

haben und von der Abscisse OLq = Xq bis zu der Abscisse OZ^ *« x^ 
gerechnet werden, stehen Cylinderflächen parallel zur ä?- Achse. Die- 
selben werden von zwei Flächen Fq und F^ durchschnitten, deren 
Gleichungen 
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^0 = U (^1 y) 1 bezügHch z^ = f^ {x, y) , 
sind. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten |, ri und ^ desjenigen 
Körpers ermittelt werden, welcher über dem Grundrisse T^M^T^M^ 
liegt, von den, Flächen F^ und F^ aber oben und unten begrenzt 
wird. Das Gewicht p der Yolumeneinheit des Körpers soll I. als 
veränderlich, II. als constant vorausgesetzt werden. 

Lösung. I. Wird das Gewicht des Körpers mit P bezeich- 
net, so sind I, ij und i durch die vier Gleichungen 

«j Vi »i 



'ff/'" 



bestimmt. 



Pk^" I I I pxdxdydz, 

Xo Vo »0 

«I yi »i 
Pv= I I I pydxdydz, 

Xo Vo Zo 

«i y, »t 

P^= I I I pzdxdydZy 

Xo ya Zq 

Xi Vi «1 

P= / / I pdxdydz 

*o Vo *0 



IL Ist I? constant, so gehen ^ diese Gleichungen in 

Xi Vi »i. 



'ffß 



7|= # I I xdxdydZy 

Xo Vo «O 

«I Vi »i 

Vri^ I I I ydxdydZy 

*o Vo «0 

Xy yi «, 

Ff= 111 zdxdydZj 

Xq ffa «0 

«1 yi *i 

F= III dxdydz 

«b yo »o 
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über, in denen Y selbstverständlich das Volumen des Körpers be- 
deutet. Hier ist die Integration in Bezug auf z ausführbar; die 
Gleichungen lauten daher einfacher 

«1 Vi 



- j j ^{h-h 



7g« / / oo{z^—ZQ)äxdy, 



«0 yo 
«1 yi 



- j j y{h-^l 



Xi Vi 



«b Vi 

'fr"-" 



) äx dy. 

Zu dieser letzten Gruppe von Formeln gelangt man schneller, wenn 
man sich den homogenen Körper von vom herein in stab förmige 
Elemente zerlegt denkt. 

Aufgabe 96. Aus den vier letzten Gleichungen der Lösung 
der vorigen Aufgabe sollen die allgemeinen Formeln der Schwer- 
punktsbestimmung für den Fall hergeleitet werden , dass Fq und 
F^ Cylinder flächen sind, welche parallel zur y- Achse liegen. 

Lösung, unter Beachtung des Umstandes, dass s^q und z^ 
in dem vorgeschriebenen Falle nur noch Functionen von j», nicht 
mehr solche von «/, sind, ergeben sich sofort die vier Gleichungen, 
welche den Schluss der Lösung der Aufgabe 86 bilden. 

Aufgabe 97. Ein schiefabgeschnittenes, gerades, vier- 
seitiges Prisma hat als Grundfläche ein Rechteck ABOI)^ dessen 
Seiten AB = a und ÄD = 1) sind. Die drei Seitenkanten, welche 
in Äf B und C senkrecht zur Grundfläche stehen, haben die Län- 
gen c, c^, Cg; die vierte, durch dieselben bestimmte, ist gleich Cg. 
Man sucht die Lage des Schwerpunktes des Körpers. 

Lösung. Legt man das Coordinatensystem so, dass AB die 
a?- Achse, AB die t/- Achse und c die ;2?- Achse ist, und bezeichnet 
mit V das Volumen des schiefabgeschnittenen Prisma's, mit rr, y, 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. Q 
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z die Coordinaten des allgemeinen Punktes seiner Deckfläche, so 
hat man die Sehwerpunktscoordinaten |, ri und i durch die Gleich- 
ungen 

ah ab 

FS= / I xedxdy, Vri-=-- 1 j yzdxdy^ 



ab ab 

FJ:«J / I z^dxdy, F= / 1 zdxdy. 



In denselben ist 

C ■""" C-t C *"*" Co C C« C| "■" Ca 

g^c -X —^y^c a;— ^ ' y. 

a a h 

Durch Einsetzung dieses Werthes und Ausführung der Integrationen 

ergiebt sich 

7§«-3iya«6(3c3 + 4ci-c) = TV«*t(3Ca + Ci + 2c), 

Fl? - 3^a5^ (4c8 + 3ci - c) = tV«^* (^^ - ^1 + 3c)> 
Ff=^^a5(2c3*+2Ci2 + c« + 3c3Ci-C8C-Cic) 

= ^^a&(2c2*+Ci^ + 2c*+3c2C-C2Ci — Cjc), 

F= iah (cg + Cj) =» ^ah (c^ + c). 

Die gesuchten Sehwerpunktscoordinaten sind mithin 

. 3co + 4ci— c , 3Cc. + Ct + 2c 



— > 



C3 -f- Cj C^'J' c 

2C3^4-2Ci^ + g^+3C3Ci-C8C — C^C 

C3 + C1 

2^* +^^ + 2cM- 3^c — CgCi --^ 
^* ■ "" c^ + c 

Wenn die Seitenkanten gleich lang werden, so wird hieraus 

l'-^a, i?=^&, S^^Cy 
was als Bestätigung dient. 

Aufgabe 98. In der a?y- Ebene eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems ist ein Bechteck OACB gezeichnet, dessen Seite 
OA = a mit der ä;- Achse und dessen Seite OB == h mit der y- Achse 
zusammenfällt. Ueber demselben steht das elliptische Paraboloid 

2p 2q 



von Linien, Flächen und Körpern. 83 

Es sollen die Coordinaten des Schwerpunktes desjenigen prismati- 
sehen Körpers ermittelt werden, welcher senkrecht (parallel zur 
;ef- Achse) über dem Eechtecke OACB steht, oben aber von der 
Paraboloidfläche begrenzt wird, und zwar L für den Fall, dass a, 
6, p und q verschieden sind, II. für den speciellen Fall h^^a und 

Lösung. I. Hier ist 



h 



^i-ff'irA)''''- 





a 



^^-fßii^Yy^^^ 




a 



n-i 



[//(£+ f)'"'"' 





a b 



-//( 



x^ . y^ 



+ ^) dxdy. 



.2p 2q> 



Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sehr leicht 

^, . ah{3a^q + 2ah^p) ^ . ah(2aHq + Sh^p) 
^^-^^ M ' ^^^^^ V, ' 

^ .ab(c^q + i^ 

Die zu ermittelnden Schwerpunktscoordinaten sind mithin 

a_ da^q+2h^p ^h_ 2a^q+W^p 
^"T* a\ + l^p ' '^~ 4.' a^q + h^p ' 
1 9a^2^+10a*52i?g + 96V 



? = 



— > 



QOpq a^q + h^p 

in welchen Ausdrücken statt a^q-^-h^p auch 2cpq gesetzt werden 
kann, wenn man unter c dasjenige z der Paraboloidfläche versteht, 
das zu a?=«a und y^^h gehört, also über dem Punkte C steht. 

n. Für fe = a und q^^p sind die Coordinaten des Schwer- 
punktes 

6* 
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was leicht construirt werden kann. 

Aufgabe 99. Eine gerade Pyramide von der Höhe a hat 

als Grundfläche ein Quadrat mit der Seitenlänge 0^2. Die Dich- 
tigkeit derselben ist proportional dem Quadrate des Abstandes von 
dem Mittelpunkte dieser Grundfläche; in der Entfernung 1 von 
diesem ist das Gewicht der Volumeneinheit = Ä. Man sucht die 
Lage des Schwerpunktes. 

Lösung. Jedenfalls liegt der Schwerpunkt auf der Mittel- 
linie der Pyramide. Nimmt man also die eine Basisdiagonale als 
a;- Achse , die andere als ^- Achse , so dass die Mittellinie zur jsr- Achse 
wird, so handelt es sich nur noch um die Bestimmung des z des 
Schwerpunktes. Dasselbe möge, wie gewöhnlich, f heissen. Wird 
mit P das Gewicht des vierten Theiles der Pjrramide bezeichnet, 
so ist jenes ^ durch die beiden Gleichungen 

a a — X a — x — y 



^ffß 



Pi = ^ I I I {x^ + y^ + z^)zdxdydz, 



a a — X a — x — y 

P^k I I I {x^ + y^ + z^)dxdydz 



bestimmt; die erste derselben liefert 

die zweite 

was nach Aufgabe 9 bereits bekannt ist. Der Schwerpunkt liegt 
also in der Höhe 

ß) Polarcoordinaten. 

Aufgabe 100. Es sollen, n^t Benutzung der unter Aufgabe 
95 gefundenen Resultate, die allgemeinen Formeln für die Schwer- 
punktsbestimmung solcher Körper hergeleitet werden, welche auf 
Polarcoordinaten bezogen sind, und zwar L für den Fall ver- 
änderlicher, IL für den constanter Dichtigkeit. 
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Lösung. I. Bezeichnet man mit r den Badiusvector des all- 
gemeinen Punktes P des Körpers, welchem die rechtwinkligen Co- 
ordinaten o?, y und z zukommen, mit if; den Winkel zwischen Leit- 
strahl und o;- Achse, mit o denjenigen, unter welchem die durch 
r und die ic- Achse gelegte Ebene gegen die a?^- Ebene geneigt ist, 
so gelten bekanntlich die Beziehungen 

x^^rcosTp^ y ^= r sin 7p cos €0 ^ ä? = r siw if; 5tw co , 
dx dy dz = r^ sin^l) dij} dco dr. 
In Folge dessen lauten die allgemeinen Gleichungen zur Schwer- 
punktsbestimmung (nach Lösung der Aufgabe 95, I) 

(X)i Xpi Ti 

P'i= I j j jpr^cosi\}sint\}d(od9\}dr 

Wo V'o fo 



-^ffß 



pr^ sin2'\\) d(o dt\> dr , 



Wi \p^ r, 



= / / / pr^sm^tp 



^^"^ I I I pr^sinrt\)C0smd(x>d'il)dr, 



(Ol 1^1 n 



Pi= I 1 I pt^sin^'ilfsmcadmdiffdry 

cüo xpo ro 

«i Vi n 



d(odt\>dr\ 

«0 Vo ^Q 

in denselben haben P und p dieselbe Bedeutung, wie unter Nr. 96; 
die Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Natur der Körper- 
begrenzungen. 

II. Wenn p constant ist, sind die Gleichungen einfacher 



"t/>*- 



V^'^-^ / I (r^ — Tq*) cost^fsm'^d(od'^ 



«0 Vo 

«Ol ^pi 



kjf{r,'-r,^)^ 



i / / (»•i*-ro*)m2t(ia)dif;, 
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«1 Vi 
Yfl^^ I j {r^ — Tq*) sin^ tf; cos mdmdipy 

aio Vo 

»1 Vi 

Ff«^ / j {r^—^rf^)sin^i\fsmfQdmd^, 

ö»o Vo 

Oll Vi 

COo Vo 

Aufgabe 101. Ein homogener Eugelsector hat den Radius 
a und den Centi'iwinkel 2y. Man soll (unter Anwendung von 
Polarcoordinaten) die Lage seines Schwerpunktes ermitteln. 

Lösung. Der gesuchte Schwerpunkt liegt auf der Mittellinie 
des Sectors. Nimmt man diese als o?- Achse und den Kugelmittel- 
punkt als Pol, so ist das ^ des Schwerpunktes durch die beiden 
Gleichungen 

27t y 

F^ = ^/ I a^sm'^cos'^dfxidi\jy 



%7t y 



^ j I a^sin^dm 



y='\ I I a^sin^dmdtlf 



bestimmt; aus diesen folgt 

^ 2 



mithin ist 



t-iacos^j- 



Für die Halbkugel z. B. hat man 

Aufgabe 102. Die beiden Meridianebenen eines homogenen 
halben Kugelkeiles schliessen den Flächenwinkel y ein. Der 
Kugelradius ist gleich a. Es wird die Lage des Schwerpunktes 
gesucht. 
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Lösung. Nimmt man die eine Meridianebene als a^^e^-Ebene, 
die mit der anderen gebildete Durchschnittsgerade als a;-Achse, die 
Aequatorebene als ^0- Ebene, so hat man die Bestimmung der 
Schwerpunktscoordinaten ^y tj und ^ durch die vier Gleichungen 

7t 7t 

T T 
yi^\ I j a^cost\>sm'^d(o di\fy 



¥->' 



ft 7t 



T I / CL^sin^'^ 



^V^T I I CT sitr iff COS (o d(o d'il} y 



it 

n Tt 



tO°'* 







Y-^ 



1t 7t 

T 2" 



5 / j a^sm^ 



F=^ / / ar sm^dmdi\f. 

7t 

Diese liefern 

« 

welches Letztere auch aus der elementaren Geometrie bekannt ist. 
Man hat daher 

.0 o 2 3 smy 

y 16 y 

Für den Eugeloctanten z. B. giebt dies 

was mit der Lösung der Aufgabe 91 übereinstimmt. 



Capitel IV. 



Aufgaben Über das Gleichgewicht Ton beliebigen Kräften 

an einem Systeme von Punkten. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Beliebig viele , an einem unveränderlichen Punktesjsteme 

beliebig wirkende Kräfte P^, Pg, P3, sind im Gleichgewichte, 

wenn sie dasselbe weder zu verschieben, noch zu drehen vermögen. 
Bezieht man das Punktesystem auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system, giebt jeden Punkt desselben durch sein x^ y, und zer- 
legt jede der Kräfte in Componenten X, F, Z im Sinne der 
Achsen, so sind die soeben genannten Gleichgewichtsbedingungen 
bekanntlich durch die Gleichungen 

1) ^ 2;(x) = o, 

2) -s(r) = o, 

3) 2;(z)^o, 

4) 2;(yZ-^r) = o, 

5) i:(0X-xZ) = o, 

6) 2(xY-'yX)^0 

ausgedrückt. Dieselben sagen nämlich aus, dass weder eine Ver- 
schiebung längs einer der drei Achsen, noch eine Drehung um 
eine derselben stattfinden kann. 

Diese sechs „Gleichungen des Gleichgewichts" (oder der 
Sinn derselben) bieten die Unterlagen zur Lösung der Aufgaben 
des vierten Capitels. 

Ist das System, dessen Gleichgewicht untersucht werden soll, 
nicht vollkommen frei, so ist eine oder es sind mehrere der Gleich- 
ungen 1) bis 6) von selbst erfüllt. Kann z. B. keine Drehung 
stattfinden, so braucht nur den Gleichungen l) bis 3) genügt zu 
werden, weil 4) bis 6) gar nicht mehr in Betracht kommen. 
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A. Aufgaben über die Stand&higkeit der Körper 

und Aehnliches. 

Aufgabe 103. Eine gerade Pyramide von der Höhe h hat 
ein Quadrat als Basis, dessen Seite ebenfalls gleich h ist. Ihre 
Dichtigkeit ist proportional dem Quadrate des Abstandes vom 
Basismittelpnnkte; im Abstände 1 von demselben ist das Gewicht 
der Volomeneinheit gleich k. Die Pyramide steht auf einer hori- 
zontalen Ebene. An ihrer Spitze greift eine Kraft P an; sie wirkt 
in einer Vertical ebene, die senkrecht auf der einen Basiskante 
steht, unter einem spitzen Winkel 90^ — « gegen die Pyramiden- 
höhe und zwar nach unten. Ein Fortschieben, oder Eindrücken, 
wird als unmöglich vorausgesetzt. Welche Grösse muss die Kraft 
P haben, wenn ihrem Bestreben, die Pyramide umzukanten, durch 
die Schwere der letzteren das Gleichgewicht gehalten werden soll? 
Welchen Werth muss sie haben, wenn sie parallel zum Horizonte 
wirkend gedacht wird? 

Lösung. Man findet als Bedingung für das Gleichgewicht 
sehr leicht die Gleichung 

in welcher G das Pyramidengewicht bedeutet. Dasselbe ist, ent- 
weder nach Lösung der Aufgabe 9, oder direct berechnet (in wel- 
chem letzteren Falle man am besten -1^61^ bestimmt, weil sich da- 
bei die Integrationsgrenzen zur sehr einfachen machen lassen) 

Mithin hat man 

P'= ^ ^ ]^h 

^^ 2cosa — sincL * 

als Grösse der gesuchten Kraft. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man P in 
zwei Componenten U und F zerlegt, von denen die erste horizon- 
tal, die zweite vertical wirkt. Es ist dann die Gleichung 

die Gleichgewichtsbedingung. 

Ist P in horizontaler Richtung thätig, so muss es gleicli 
-^Tch^ (also gleich der Hälfte des Pyramidengewichtes) sein. 
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Aufgabe 104. Eine Yollkommen starre Gerade ^1^2, welche 
das Gewicht G und die Länge a besitzt (Fig. 13) gleitet mit dem 
Ende Ä^ auf einer geradlinigen verticalen Bahn &^, mit dem Ende 



Fig. 13. 




Ä^ auf einer nach einer Parabel ge- 
krümmten Bahn 2>2- ^^® Achse dieser 
parabolischen Bahn fällt mit b^ zu- 
sammen; der Halbparameter ist p. 
Beide Bahnen sind yollkommen glatt, 
es findet also keine Reibung statt. 

Man soll berechnen, in welcher 
Lage die Gerade Ä^A^ im Gleichge- 
gewichte ist und wie gross die Press- 
ungen sind, welche die Bahnen \ und &2 herbei erleiden. 

Lösung. Wir nehmen den Durchschnittspunkt der beiden 
Bahnen als Coordinatenanfang, legen die positive o;- Achse horizon- 
tal nach rechts, die positive ;e^- Achse senkrecht nach oben (also 
mit hl zusammenfallend), nennen denjenigen Winkel, welchen die 
Tangente der Curve h2 mit der positiven Abscissenachse einschliesst, 
T und denken uns die Widerstände, welche die Bahnen h^, h^ 
leisten, durch die Normalreactionen N^, bezüglich N^y ersetzt. 
Dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen 

1) • JVi-iVjSi«T = 0, 

2) —Q + Nc^cost^O, 

und, wenn der Coordinatenanfang als Drehpunkt aufgefasst wird, 

3) Ni(0 + ya^'-x^)-(N29inT)z + ^ax-(N2COsr)x^O', 
aus denselben folgt zunächst 



4) 
5) 



N,^a 



Vy + a; 



s 



p 



Mithin befindet sich die Gerade Ä-^Ä^ im Gleichgewichte, wenn 
entweder 

6) a;-0, 

oder wenn 



7) 



X 



-!/»■- (f)' 



Hat sie die letztere Lage, so erleidet die geradlinige Bahn b^ die 
Pressung 
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8) 



-.-fjARf)' 



die parabolische (&,) hingegen hat dann den Normaldruck 

a 



2^, = -y3p+4a* 



9) 

aoszohalteiL 

Steht Ä^A^ senkrecht, so ist, nach 6), 5) und 4), 

was mit der Anschauung übereinstimmt. 

SSmmtliche durch die Gleichungen Nr. 4) bis 9) angegebenen 
Werthe lassen sich leicht construiren; es sei die Ausführung dieser 
Constructionen empfohlen. — Femer möge angerathen werden, die 
Aufgabe 104 derartig zu lösen, dass man den Punkt Ä2 (an Stelle 
des Coordinatenanfanges) als Drehpunkt auffasst. 

Aufgabe 105. Gegen eine wagrechte, nicht eindrückbare 
Unterlage und gegen eine ebenfalls vollkommen feste senkrechte 
Wand stützt sich, in der durch Fig. 14 näher angegebenen Weise, 



Fig. 14. 



ein gerader Cylinder (Achsen- 
länge a, Basisradius h) ohne Reib- 
ung. Seine Dichtigkeit ist der- 
artig yerfinderlich, dass das Ge- 
wicht der Yolumeneinheit immer 
aus einem constanten Theile Je ^ 
und aus einem veränderlichen be- 
steht, der dem Abstände von der 
Deckfläche AB proportional zu- 
nimmt und für die Einheit dieses 
Abstandes den Werth n besitzt. ( 

Der Cylinder wird durch die 
im Stützpunkte D angreifende und senkrecht zur verticalen Wand 
wirkende Kraft S im Gleichgewichte erhalten (am Ausgleiten ge- 
hindert). 

Die Grösse dieser Kraft 8 und diejenige der Pressungen, 
welche die verticale Wand bei A und die horizontale Unterlage 
bei D erleiden, soll berechnet werden, auch soll man angeben, 
für welchen Werth des Winkels oo der auf die senkrechte Wand 
ausgeübte Druck zu Null wird. 
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Lösung. Nach Anleitung der diesem Capltel vorausgeschick- 
ten ,, Zusammenstellung" ergeben sich leicht drei das Gleichgewicht 
ausdrückende Gleichungen, bei deren Aufstellung der Gegendruck 
der senkrechten Wand mit N^, derjenige der wagrechten Unter- 
lage mit JV*2 und das Cylindergewicht mit P bezeichnet werden 
möge. Sie liefern zunächst 

also den Satz: die Pressung, welche die horizontale Unterlage er- 
fährt, ist dem Gewichte des Cy linders gleich. Letzteres aber be- 
sitzt (nach Lösung der Aufgabe 89) den Werth 

Es lehren jene Gleichungen femer, dass S gleich ist dem Drucke, 
welchen die verticale Wand erleidet, und liefern für diesen 

JV, = — {(a — c)cot(Q — b} P, 
a 

wenn mit c der Abstand des Schwerpunktes von der Cylinderdeck- 

fiäche bezeichnet wird. Dieser Abstand ist (siehe Lösung von Nr. 89) 

Jc + ^na 

^'^ 2Jc + na^' 
mithin 

JVi = lich^ {(2Jc + na)acot(o — (2k + na)3b}. 

Der auf die senkrechte Wand ausgeübte Druck fällt hiernach so 

lange positiv aus, als 

h 

cot (D > 

a — c 
und wird zu Null, wenn 

OD == arc cot » 

a — c 

was mit der Anschauung übereinstimmt. 

Falls w, verglichen mit k, einen sehr kleinen Werth hat, so 

gilt näherungsweise 

^\ =-%ah^k, 

^^^1 = \Acotm \F-=-{^acot(Q — h)nh^k. 



Aufgabe 106. An dem vollkommen starren, nur in der 
Bildebene gekrümmten Arme DP (Fig. 15) greift eine unver- 
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änderliche Kraft H an, welche (in der Ebene von DP) immer 
horizontal und nach links wirkt. Das Gewicht p der Volnmen- 
einheit dieses Armes ist constant, sein Quer- 
schnitt q ebenJGEklls constant nnd so klein, 
dass der Arm als Curye aufgefasst wer- 
den darf. 

Was für eine Linie mnss DPsein, wenn 
für j ede Länge {DP===s) derselben die Kraft 
H nnd das Armgewicht keine Drehung um 
D erzeugen y sich also stets aufheben sollen. 

Lösung. Wir beziehen die Curve DP auf ein Coordinaten- 
system, dessen Ursprung D ist, dessen positive o;- Achse horizontal 
nach rechts und dessen positive ^- Achse vertical nach oben liegt. 
Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 




-r:-')A^" 



Hieraus folgt durch Integration 

Der Arm DP muss also nach einer Kreislinie gekrümmt sein, 

deren Halbmesser 

S 

ist und deren Mittelpunkt um a senkrecht über dem Drehpunkte 
D Hegt. 

Eine Probe auf dieses Resultat kann man dadurch machen, 
dass man — unter Zuhilfenahme der Lösung der Aufgabe 54 — 
untersucht, ob für jede Bogenlänge der genannten Linie das sta- 
tische Moment des (im Schwerpunkte concentrirt gedachten) Ge- 
wichtes gleich ist dem der Kraft H. 

Aufgabe 107. Ein Mauerkör- 
per von der (zur Bildebene der Fig. 16 
senkrecht stehenden) Länge c, dessen 
Volumeneinheit das Gewicht q hat, 
besitzt das Profil ABC DE und steht 
auf einer uneindrückbaren Horizontal- 
ebene MN, auf welcher er unverschieb- 
bar, wohl aber um D kantbar, ist. 
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* Es soll ermittelt werden, nach was für einer Curve AB 
gekrümmt sein muss, wenn, für jeden Werth von x^ das Ge- 
wicht der Mauer einer parallel zu MN (und senkrecht zur Längs- 
kante D) wirkenden constanten Kraft P, die den Körper umwerfen 
will, das Gleichgewicht halten soll. 

Lösung. Aus der leicht aufzustellenden Gleichgewichtsbeding- 
img (Momentegleichung) folgt ohne Schwierigkeit 

/ 2oa?4-ar' \ 

t,-^b\e "' -l) 
als Gleichung derjenigen Linie, nach welcher AB gekrümmt sein 
muss. 

Durch Verschiebung der ac;- Achse des in Fig. 16 angedeuteten 
Coordinatensjstems lässt sich dies noch etwas vereinfachen. 

Aufgabe 108. Ein homogener Stab A^A^ (Eig. 13 auf 
Seite 90), welcher als materielle Gerade angesehen werden darf, 
besitzt die Länge a und das Gewicht Cr. Das Ende J.^ ist ver- 
schiebbar auf einer geradlinigen, senkrechten Bahn &^, das Ende 
A^ auf einer gekrümmten &2. Beide Bahnen liegen in der Yer- 
ticalebene des Stabes, sind vollkommen starr, aber auch vollkom- 
men glatt, so dass keine Beibung stattfindet. 

Welcher Art muss die Bahn feg sein, wenn sich der Stab 
(auf den nur die eigene Schwere wirkt) in jeder Lage im Gleich- 
gewichte befinden soll? Wie gross sind die Pressungen, die beidfe 
Bahnen erleiden? Wo sind sie am kleinsten, wo am grössten? 

Lösung. Als Differentialgleichung derjenigen Curve, nach 
welcher feg gekrümmt sein muss, ergiebt sich 

^ dx ^ ' 

wobei der Schnittpunkt der beiden Bahnen als Ursprung des Co- 
ordinatensjstems aufgefasst ist, die positive o?- Achse horizontal 
nach rechts, die positive isr- Achse senkrecht nach oben gedacht 
wird. 

Die Integration der vorstehenden Gleichung liefert 

Es ist hiernach die gesuchte Linie eine Ellipse und zwar eine 
solche, deren grosse Halbachse die Länge 'a hat, während die 
kleine nur die Hälfte dieser Länge besitzt. Der Mittelpunkt der 
Curve liegt senkrecht über dem Durchschnittspunkte der Bahnen 
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h^ und &2' Jedes Eotationsellipsoid, welches entsteht, wenn 
man eine Ellipse mit dem Halbachsenverhältnisse 1 : 2 um die 
kleine Achse dreht, besitzt mithin die Eigenschaft, dass eine ma- 
terielle Gerade von einer der halben grossen Achse gleichen Länge 
stets im Gleichgewichte ist, wenn man sie gegen die Rotations- 
achse und irgend einen Punkt der unteren Ellipsoidhälfte lehnt. 

Für die von der Bahn h^ auszuhaltende senkrechte Pressung 
ergiebt sich 



Y^ 



X 



2 



oder auch 

wenn mit (o der von der Stange und der Lothrichtung gebildete 
spitze Winkel bezeichnet wird. 

Die Bahn h^ erleidet den Normaldruck 



Ä 



2 



=*<'l/^ 



^-Zx^ 



X 



2 



Alle drei Ausdrücke sind leicht zu construiren. 

Steht AyA^ senkrecht, so haben die Pressungen N^ und N^ 
ihre kleinsten Werthe, nämlich Null, bezüglich ö^; je schiefer die 
Stange liegt, desto grösser sind N^ und ^2* 



B. Aufgaben über das Gleichgewicht von Ketten und 

biegsamen Fäden. 

a) Einfach gekrümmte Fäden (Ketten). 

Aufgabe 109. Zwischen zwei festen Punkten A und B 
(Fig. 17) ist ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, homogener 



Faden, mit dem constanten Quer- 
schnitte 1, aufgehangen. Seine 
Längeneinheit hat das Gewicht 
^. Nach welchem Gesetze sind 
in ihm die Spannungen (T) 
veränderlich und welche Form 
nimmt er im Gleichgewichts- 
zustande an, wenn auf ihn 
nur seine eigene Schwere 
wirkt? 



Fig. 17. 
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Lösung. Bezeichnet man die FadenlSnge, welche zwischen 

zwei Punkten P und Pj liegt, deren Abscissen x und x + Jx sind, 

mit Js, die in P nach der Tangentenrichtung abwärts wirkende 

Spannung mit jT, die in P^ tangential aufwärts thfitige mit T-\-JTf 

die zu P und P^ gehörenden Tangentenwinkel mit r und r + z/r, 

so sind die Bedingungen für das Gleichgewicht des Fadens durch 

die Gleichungen 

(T+JT) cos (t + ^r) — Tcosx^ 
und 

{T + JT)sm{x + Jx) — Tsinx—pJs^O 

ausgedrückt. Dieselben sprechen bekanntlich aus, dass eine Ver- 
schiebung in der Richtung der Coordinatenachsen nicht möglich 
ist. Als dritte Bedingung noch die einzuführen, dass auch Dreh- 
ung unmöglich sein muss, ist überflüssig; thut man es, so erfährt 
man durch die neu hinzutretende Gleichung 

— xTsinx-^yTcosx | 

+ [x+Jx){T-{-JT)sin{x+Jx)-{y+Jy){T+/lT)cos{x-\-Jx) \ - 

— {x + aJx^pJs J 

schliesslich nichts weiter, als 

dy 
tan T «* ^r- > 
dx 

dass also die Spannong in der Richtung der Tangente wirken muss. 

Aus den obigen zwei Gleichungen folgt 

J(Tcosx) 

Jx 

lind w^ . X 

J(Tsinx) Js 

Jx Jx 

oder, beim Üebergange zur Grenze für verschwindende Jx^ 
1) ä(Tcosr) 

^ dx 

^. d(Tsinx) ds 

dx dx 

Nach 1) hat man 

3) Tcosx^ Oonst. = 0, 

mithin den Satz: Die Horizontalspannung ist überall gleich gross. 
Für den Scheitel der Fadencurve ist t==0; die daselbst herr- 
schende Spannung wird passend mit Tq bezeichnet; dann ist 

4) T,^C, 

die Integrationsconstante bedeutet also die Scheitelspannung. 
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Ans 3) und 4) folgt weiter 

5) T=To5ecT, 

d. h. die Sparnirnigen wachsen vom Scheitel aus wie die goniome- 
trischen Secanten der Tangentenwinkel. Im Scheitel herrscht die 
kleinste Spannung. 

Zur Bestimmung der Curvengleichung hat man, nach 5) und 2), 

dx dx 

daraus ergiebt sich 

worin j/ so viel wie — bedeutet und zur Abkürzung 

tmX 

T 

6) ^ = Ä 

P 

gesetzt ist. Denkt man sich das Coordinatensjstem parallel zur 

anfanglichen Lage bis in den Curvenscheitel verschoben, so hat 

man 



oder 



» = f(e*+e *) + C,. 



Hierbei ergiebt sich der Werth der Constante C^ zu — k. Die 
Gleichung wird daher einfacher, wenn man die o?- Achse nicht in 
den Scheitel, sondern um die Strecke Ä; tiefer legt; sie lautet dann 



7) j, = l(e*+e ^) 



Dies ist die eleganteste Form, in welcher man die Gleichung 
der vorliegenden Fadencurve (die bekanntlich gemeine Ketten- 
linie oder Seilcurve genannt wird) zu geben vermag. In der- 
selben bedeutet der Parameter h geometrisch den Abstand des 
Scheitels vom Coordinatenanfange, mechanisch, nach Gleichung 6), 
das Yerhältniss der Scheitelspannung zum Gewichte der Längen- 
einheit. Wie dieser Parameter aus verschiedenen gegebenen Be- 
stimmungsstücken gefunden werden kann, lehrt die Lösung der 
folgenden Aufgabe. Hat man ihn, so ist, nach 6), auch die 
Scheitelspannung Tq bekannt. Nach ö) und 7) kann T näher be- 
rechnet werden. 

Fnhrmauii, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 7 



98 Aufgaben über das Gleichgewicht von beliebigen Kraflen 



Aufgabe HO. Der Parameter Je der gemeinen Eettenlinie 



y 



4( 



e* + ß 



X 

J 



) 



(siehe Lösung der vorigen Aofgabe) soll bestimmt werden 

a) aus der KettenlSnge ÄCB^^2s und der Einsenkungstiefe 
(dem Pfeüe) DC=^; 

ß) aus 5 und der Ordinate EB=h\ 

y) aus s und dem Aufhängungswinkel a (d. i. der Winkel, 
welchen die Tangente in B mit der a:- Achse bildet); 

ö) aus s und der Spannweite AB=2a\ 

i) aus dieser Spannweite und dem Pfeile t\ 

f) aus der gegenseitigen Lage zweier Punkte P und P^, 
welche durch die Strecken FQ = m, QP^^n gegeben ist, und aus 
der zwischen beiden liegenden Kettenlänge L, 

Lösung. «) Zwischen s, t und 
k besteht die Beziehung 

s^^(t + ky-k^^fi + 2tk', 
es ist also 




1) 



Ä = i. 



.2 



t 



2 



t 



mithin 



"was sich sehr leicht construiren lässt. 
Statt auf diese, kann man auch 
auf folgende Weise verfahren: Wird 
die Scheiteltangente als o;- Achse ge- 
nommen, so ist 

y'=k (sec t — 1) und s « ä tan r ; 



t^ 
s 



seca 



1 ^ a 

— = tan — - • 
tana 2 



Hiermit hat man a und dann auch k, weil 

k'^scot a, 
ß) Durch s und h ausgedrückt ist 
2) k== l/ft^ZT^. 

y) Wie oben hat man k = scotcc. 
d) L Zwischen a, k und s besteht die Gleichung 






k 
2 



(a öv 



"^\ 
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Setzt man zur Abkürzung -t- = w, also 

3) Ä; = -, 

u 



so ist 

a 



oder 

4) 



2m^ ^ 



c-" s 



2u a 

Zur Auflösung dieser transcendenten Gleichung benutzt man 
Tafeln, die für die laufenden Werthe von u die zugehörigen von 

gM — U 

enthalten. Ist u bestimmt, so hat man auch Tc, 

II. Statt dieser Tabellen kann man auch solche anwenden, 
die man bei Einführung eines Hilfswinkels erhält. Wird nämlich 

5) ^ ^ ^cote 

gesetzt, wo also das Complement des Aufhänge winkeis bedeutet, 
so folgt 

e" =iCOt— > 

daher 

a 

6) u^lcot — 1 



mithin geht 4) über in 



tan d ,lcot--'= — 
2 s 



Berechnet man nun für die laufenden Werthe von die von 
t(md,lcot — und geht in die dadurch erhaltenen Tafeln mit dem 

gegebenen — ein, so findet man das zugehörige 0. Dann hat man 
a 

u nach 6), oder, wenn man lieber gemeine Logarithmen benutzt, 

10 

u^ - — log cot — = 2,302 ...log cot— ' 
löge 2 2 

Damit ist auch k bekannt. 

III. Wer Tabellen, wie die unter I. und II. besprochenen, 

nicht besitzt und nicht berechnen will, kann die Gleichung 4) 

näherungsweise durch Anwendung der Eeihe 

7* 
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c"— .e-" u . u^ . w" 



^-^^-7r-7^ + . ^ . . . +..., 



2 1 ' 1.2.3 1.2.3.4.5 

die bekanntlich für jedes endliche u gilt, auflösen. 

IV. Statt dieser arithmetischen Lösungen kann man auch eine 
geometrische anwenden, indem man die Curve i; = e" — e~" und 

die Gerade v = 2 —u zeichnet, wobei man den Durchschnittspunk fc 

a 

beider erhält. Der Werth der Abscisse desselben ist dasjenige m, 

welches der Gleichung 4) genügt. 

e) I. Als Beziehung zwischen a, 7c und t hat man 



Ä; / — — -\ 



aus welcher transcendenten Gleichung der Parameter h für je zwei 
zusammengehörige Zahlenwerthe von a und t berechnet werden 
kann. Setzt man nach und nach a etwa gleich 0,01 A;, Ofi2k, 
0,03 Ä,..., oder, allgemein, a^AjÄ;, ^Ä;, X^kf ... Xnky so erhält 
man die zugehörigen t nach der letzten Formel zu jit^A;, fi^A;, ftgA:,... 

fA^Ä; femer die Quotienten — zu v^, v^y v^^ .,, Vn< Stellt man 

diese Werthe in einer Tabelle zusammen, so kann man aus dieser 

t 
für jedes gegebene — = Vn die zugehörigen Werthe a = Xn^ iind 

t = fink entnehmen, hat mithin 

Ä =^ — , oder Ä = — 

II. Die Herstellung solcher Tafeln zur Bestimmung von k 

aus a und t kann auch noch auf andere Weise erfolgen. Es ist 

nämlich 

t = k(seca— 1) 
und 



a = kl tan 



(«•+1)' 



man hat also 



2stnr - 
t seccc—1 2 



^ ZtowU5^+|j coscclt(m(4:6^ + ^ 

Nach dieser Gleichung, welche sich leicht logarithmisch be- 
handeln lässt, kann eine Tabelle berechnet werden, die fiir a= 1^, 
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2 sirr - 
2 

2", 3^, . . . die Beträge von enthält. Geht man 



cos altanl4:b^-{--] 



in diese mit dem gegebenen Werthe von - ein, so ergiebt sich 

tv 

der zugehörige von a. Dann hat man auch Je, weil 

t tcosa 



Ä; = 



seca—1 ^ . 2 a 
2 StfT — 

2 



ist, was wiederum leicht logarithmisch berechnet werden kann. 

Wird der Bogen CP (Fig. 18) mit s bezeichnet, so folgt 
aus den bekannten Gleichungen 



Je/— — — \ Je/— — — \ 

y^ — ie^+e *jund 5«= — (e*— e *j 

für den Punkt P 

^ + 5 = Äe*, y — s^Jce *; 

ebenso für P^ 

(y + *) + (« + i) = fce * , (y + n)-(s + L)'='ke *~. 
Hieraus ergiebt sich 



m m \ / 



oder, wenn man zur Abkürzung - = . setzt, 



-^L^-n* 1/i« -¥ 



-w-'-'y 



m 

Aus dieser Gleichung kann z auf ähnliche Weise hergeleitet wer- 
den, wie u unter d) aus der dortigen Formel 4) gefunden worden 

ist. Hat man aber 0, so hat man auch Ä;, weil A/b= — • 

Aufgabe lU. Für die in den Aufgaben 109 und 110 be- 
handelte gemeine Kettenlinie soll Folgendes untersucht werden: 
I. Die Beziehung der Spannung T zur Ordinate y\ II. die zur Nor- 
male N und zum Krümmungsradius q\ TU. die zur Scheitelspann- 
ung T^y und dem Gewichte des vom Scheitel an gerechneten Bogens; 
lY. die Beziejiung dieses Bogengewichtes zur Yerticalcomponente 
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V der Spannung T; V. die zwischen T, Tq und F; endlich VI. 
die, in welcher die Seiten H& und HF (Fig. 18) des Dreiecks 
HGF zu den in P' und P" herrschenden Spannungen stehen, 
wenn HG die Tangentenrichtung für P, HF die fttr P" und 
wenn GF parallel zur ^- Achse, also in der Richtung der Schwere, 
genommen ist. 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Resultaten: 

I. Die Spannung ist gleich dem Gewichte eines der Ordinate 
gleichen Curvenbogens {T-^py)\ oder: die Spannungen sind den 
Ordinaten proportional. 

n. Sie verhalten sich auch wie die Quadratwurzeln der Nor- 
malen, oder der Krümmungsradien {T^pY^N^ T^^pYlzq). 

III. Das Quadrat der Spannung in irgend einem Funkte, ver- 
mindert um das der Scheitelspannung, ist gleich dem Quadrate 
des Gewichtes des zwischen dem Scheitel und jenem Punkte ge- 
legenen Bogens [T^ — T^^ ^ {p sf\ 

rV. Die Verticalcomponente ist gleich dem Gewichte des vom 
Scheitel an gerechneten Kettenlinienbogens {y=ps), 

y. Das Quadrat der Spannung in irgend einem Funkte, ver- 
mindert um das der Scheitelspannung, ist gleich dem Quadrate 
der zu dem Funkte gehörenden Verticalspannung {T^ — T^ = F^). 

VI. Die Dreiecksseiten HG und HF verhalten sich wie die 
in den Funkten P und P" herrschenden Spannungen. 

Aufgabe 112. Zwischen zwei festen Funkten J. und B (Fig. 19) 
hängt ein vollkommen biegsames, undehnbares Seil (oder eine 

Kette), dessen Lllngeneinheit das 
Fig, 19. constante Gewicht p hat. Wegen 

r einer an dem Seile befestigten 

; Brückenbahn trägt jede hori- 
zontale Längeneinheit desselben 
ausserdem noch die Last P. Es 
ysoll ermittelt werden, nach wel- 
chem Gesetze die Spannungen in 
_^ x^diesem Seile veränderlich sind und 

welche Gestalt es im Gleichge- 
wichtszustande annimmt. 
Lösung. Die Gleichgewichtsbedingungen sind (vergl. die 
Lösung der Aufgabe 109) ftlr ein endliches Bogenstück J$ 
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(T+JT) cos (t + Jx) - Tcos t « 
und 

(T+JT)sin(x + JT)-Tsinr-pJs-FJx^O; 
mithin für ein unendlich kleines 

d(Tcosx)=^Oy 
d (T sin r)=pds + Pdx. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt (wie bei Nr. 109) 

1) T=^TQsecx 

(wo Tq wieder die Scheitelspannung bedeutet), als Gesetz für die 
Veränderlichkeit der Spannungen. 

Zur Herleitung der Gleichung der Seilform hat man hiemach 

d (jTq sec X sin x) =pds + Pdx\ 
daraus ergiebt sich 



\fi 



2) To I ^--=JL= x + Const. 



Die Substitution |/l +y^ — y = w, welche man gewöhnlich an- 
wendet, um eine Wurzel von der Form Yl + 1/^ wegzuschaffen, 
ist hier nicht brauchbar. Man muss vielmehr seine Zuflucht zu 
Näherungsrechnungen nehmen. 

I. Setzt man 2/^ = 0, was freilich nur bei sehr flacher Spann- 
ung zulässig ist, so wird 2) zu 






X + Gonsi. 
Es folgt also 



wobei keine Constante hinzuzufügen ist, weil für aj = auch t/ = 

T 
sein muss. Bezeichnet man zur Abkürzung .,, ^ mit Ä; und be- 

achtet, dass x und y gleichzeitig zu Null werden, so liefert die 
soeben erhaltene Gleichung: 

d. h. die Curve ist dann eine gemeine Parabel mit dem Halb- 
parameter A;= - .^ ' 

P+jp 

n. Man kann femer 



VT+2/^-m+«y 



l 
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setzen (wobei m und n Coefficienten nach Poncelet). Dann folgt 

aus 2) 

T 

-^ l (P+ mp + npy*) = a; + Const 
pn 

Die Constante bestimmt sich hier aus der Bedingung, dass für 
a;»0 auch i/='0 sein muss; dies eingeführt und zur Abkürzung 

P+mp = Äy 



gesetzt, giebt 



also 



— ^ = x 
np 



Ä + Bt/ X 

l = -, 

A X 



3/ = — (xe*^ —x) + Consta 



Da X und y gleichzeitig in Null übergehen, so hat die Constante 

Ä 
den Werth — — xf mithin ist 



4) y=^^\^e'' —x — k) 



die Gleichung der Seilform. 

m. Auf eine dritte Weise kann man in 2) die Wurzel los- 
werden, wenn man näherungsweise (nach dem binomischen Satze) 

1/1+7^=1 + ^3/2 
setzt. Dann ergiebt sich 

-^arct(m — i/=^x+ Const, 
aß a 

wo zur Abkürzung 

P+p mit «^ 

und 

bezeichnet worden ist. Da nun x und t/ gleichzeitig zu Noll 
werden mtissen, so ist die Constante =0 tind man erhält 

, y — jlcos-x 

als eine dritte näherungsweise geltende Gleichung der untersuchten 
Kettenbrückenlinie. 
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Aufgabe 113. Ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, ho- 
mogener Faden von veränderlichem Querschnitte unterliegt nur 
der eigenen Schwere und ist zwischen zwei festen Punkten A und 
B (Fig. 19) aufgehangen. Die Einsenkungstiefe CO = b, die 
Spannweite ÄB==2a, das Fadengewicht 26r und das Gewicht y 
der Volumeneinheit sind gegeben. Der Faden soll überall gleich 

T 

stark gespannt sein, d. h. es soll — immer denselben Werth 

q 

T 

haben, wie — ^, wenn T die Spannung und q den Querschnitt an 

irgend einer Stelle bezeichnen, Tq und q^ aber diese Grössen für 
den Scheitel bedeuten. Man sucht für diese gleichgespannte 
Seilcurve oder gleichgespannte Kettenlinie I. die an jedem 
Punkte herrschende Spannung, 11. die Gleichung der Curvengestalt. 
Lösung. Wird der Tangentenwinkel im Punkte xy mit r, 
das Bogendifferential mit äs bezeichnet, so lauten die Gleichge- 
wichtsbedingungen 

1) d{Tco8x)^0 

und 

d{Tsinx) = yqds. 

TT T . 

Da nun — ==— , also q = qQ-^ sein soll, so geht die letzte 

derselben in 

T 

2) d{Tsinr)^yqQ — ds 

über. Aus der Gleichung l) folgt 

3) T^^T^sect, 

d. h. die Spannungen sind proportional den goniometrischen Secan- 

ten der Tangentenwinkel (vergl. die Lösungen der Aufgaben 109 

und 112). 

^etzt man 3) in 2) ein, so ergiebt sich nach kurzer Zwischen- 

rechnung 

Tq arc tani/ ''^ yq^x + Const 

Weil nun für r» = auch 2/ = sein muss, so ist die Constante 

ebenfalls Null und man hat weiter 

4) y'^tm^-^x, 

5) y^^isec^fx, 
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wo wieder keine Constante beigefügt zu werden braucht. Hiermit 
ist die Curvengestalt bestimmt, und durch die sofort folgende 
Gleichung 

6) T^T.sec^x 

auch die Spannung, wenn nur Tq und Qq noch ermittelt werden. 
Dies kann leicht folgendermassen geschehen: Da der Faden durch 
den Punkt Ä geht, so muss, nach 5), 

7% ^0 
sein, oder, wenn man zur Abkürzung 

7) ^-f^ = 

setzt , 

Qx hl sec B 

^^ T — T" 

Die zweite Gleichung zur Bestimmung der beiden Unbekannten 
jTy und ^jTy ergiebt sich aus der Bedingung, dass der Faden das 
Gewicht 2 ff haben solL Sie liefert 

x = a a 

G^T^tanB. 
Daraus folgt 

9) To = ffco^e 

und 

10) qo^—dcote. 

ay 

Durch di.e Gleichungen 5) bis 10) ist die Aufgabe vollstän- 
dig gelöst 

Aufgabe 114. Wie Nr. 113, nur mit dem Unterschiede, dass 
der Faden nicht blos seinem eigenen Gewichte unterliegt, sondern 
für die horizontale Längeneinheit auch noch die Last P zu tragen 
hat. Gesucht wird für diese gleiohgespannte Kettenbrücken- 
linie das Gesetz für die Veränderlichkeit der Spannungen, wie 
der Querschnitte und die Gestalt der Curve unter Beifügung der 
Bedingung, dass die absolute Festigkeit des Materials =i^sein und 
die Kette überall die n- fache Sicherheit bieten soll. 
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Lösung. Wie bei Nr. 112 ergiebt sich 



To / , = 0? + Const. 

7 P+^yi+y^ 



Hier ist aber p nicht constant, sondern 
mithin 



-h 



P+ygo(l+y*) 
Daraus folgt 



= oj + OonsU 



wenn zur Abkürzung 



y = — tan — ? 
m m 



^o^ifc 



Y% 



T 



ViP + 7Qo)Y% 
gesetzt wird; daher als Gleichung der .Kettenform 

77 ^ 

m 

Wird femer die Spannung, welche für die Flächeneinheit zu- 

F 

gelassen werden soll, also der Werth — , mit f bezeichnet und 

n 



ay(P+3oy) %7 



= 



gesetzt, so ergeben sich die noch zu ermittelnden Constanten zu 

P 
a^Fy 



\ay/ 

2*0 = 2o/; 

wobei 6 durch 

bestimmt ist. Da nun 

und 

q^q^secx 

sein muss, so ist hiermit Alles bekannt. 



1 
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Aufgabe 115. Zwischen zwei festen Punkten Ä und B (Fig. 19 
auf Seite 102) ist ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, schwerer 
Faden aufgehangen, welcher die constante Materialdichtigkeit € hat. 
Es möge berechnet werden, nach welchem Gesetze sich seine Quer- 
schnitte q ändern müssen, wenn der Faden die Form eines Halb- 
kreises vom Radius r annehmen und wenn der Scheitelquerschnitt 
= gQ sein soll. Man möge femer ermitteln, auf welche Art die 
in ihm herrschenden Spannungen veränderlich sind. 

Lösung. Auf ähnliche Weise, wie bei der Lösung der Auf- 
gaben 109) bis 114) gelangt man zu den Resultaten 

r^ '_ r^ 

r^ge r^gs 

yr^ — x^ r — 2/ 

— ^gs Vf^—(x?==gB{r — y), 

mithin zu den Sätzen: Die Querschnitte müssen sich umgekehrt 
wie die Quadrate der verticalen Abstände von der Verbindungs- 
geraden der Aufhängepunkte verhalten; die Spannungen verhalten 
sich umgekehrt wie die ersten Potenzen dieser Entfernungen; die 
auf die Querschnittseinheit kommenden Spannungen direct wie 
diese ersten Potenzen. 

Aufgabe 116. Wie Nr. 115, nur mit dem Unterschiede, 
dass der Faden die Form der gemeinen Parabel 

^ 2p 
annehmen soll. 

Lösung. Es ergiebt sich 

P 



Die letzte dieser Gleichungen sagt: die Spannungen wachsen um- 
gekehrt wie die Querschnitte. Da ferner Yp^-\-x^ die Länge der 
zu dem Punkte xy gehörenden Parabelnormale darstellt, so lehren 
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die für g und T gefundenen Werthe, dass die Querschnitte jener 
Länge umgekehrt , die Spannungen hingegen ihr direct propor- 
tional sind. 

Aufgabe 117. Der in der Aufgabe 115 angegebene Faden 
soll eine Form annehmen, welcher die allgemeine Gleichung 

y = f(x) 
zukommt. Gesucht werden wieder die Gesetze für die Veränder- 
lichkeit der Querschnitte und der Spannungen. 

Lösung. Man findet zunächst 

und 



?= 



Hierin bedeutet Tq abermals die Scheitelspannung. Für dieselbe 
ergiebt sich 

wobei q^, wie früher, der Scheitelqaerschnitt. Mithin ist 

f"(x) 

das Gesetz für die Veränderlichkeit der Querschnitte und 

_, Vi + f (xy 

das für die der Spannungen. 

Aufgabe 118. Der Querschnitt q eines zwischen A und B 
(Fig. 19, Seite 102) aufgehangenen, undehnbaren, vollkommen 
biegsamen, aber nicht homogenen Fadens, welcher nur der Wirk- 
ung der Schwere unterworfen ist, ändert sich proportional dem 
Quadrate der Abscisse und hat für die Einheit derselben den 
Werth Ä. Es soll ermittelt werden: I. nach welchem Gesetze die 
Dichtigkeit e des Fadens veränderlich sein muss, wenn derselbe 
die Form einer halben Ellipse mit den Halbachsen CB==a^ 
CO = b annehmen und im Scheitel die in bestimmter Grösse 
vorgeschriebene Spannung Tq haben soll; IL wie in diesem Faden 
die Spannungen veränderlich sind; lU. wie die Resultate für den 
Fall lauten, dass die halbe Ellipse zu einem Halbkreise wird. 

Lösung. Nach Anleitung der Lösung der Aufgaben 109 bis 
114 findet man 
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1 1 /ä*-cV 



als Gesetz für die Veränderlichkeit der Spannungen und 



e« - ^ 



als das für die der Dichtigkeiten, wobei c die lineare Excentrici- 
tät der Ellipse bedeutet. 

Für den Kreis ergeben sich hieraus die einfacheren Gleich- 
ungen 



und 






a T, 



kg (x?(a^ — s?) 
welche leicht in Worte übersetzt werden können, wenn man be- 
achtet, dass Ya^ — x^^^a — y ist, mithin den senkrechten Abstand 
von der Yerbindungsgeraden der Aufhängepuukte darstellt. 

Aufgabe 119. Ein homogener, undehnbarer, vollkommen 
biegsamer Faden ist so aufgehangen, dass er durch den Punkt ah 
geht (Fig. 18 auf Seite 98) und im Scheitel die Ordinate c hat. 
Sein Querschnitt q ist veränderlich und zwar derartig, dass immer 

dx 

wobei q^ der vorgeschriebene Scheitelquerschnitt. Der Faden unter- 
liegt nur dem Einflüsse meiner eigenen Schwere und besitzt die 
Dichtigkeit «. Man soll berechnen, welche Gestalt er im Gleich- 
gewichtszustande annimmt und wie gross die Spannung an der 
allgemeinen Stelle desselben ist. 

Lösung. Aus den hier geltenden Gleichgewichtsbedingungen 
folgt leicht 

w — c = — s— a?* 
^ a* 

als Gleichung der Fadengestalt; dieselbe ist also eine gemeine 

Parabel in der durch Fig. 18 (Seite 98) angedeuteten Lage. Ihr 

Parameter hat die Länge , was man bekanntlich sehr leicht 

zu construiren vermag. 

Die Spannung an der allgemeinen Stelle des Fadens ist 



wofür auch 
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^-W-cj^"'^'''-'^''^' 



T=^'l\Va^ + H^-c)iy-c) 



geschrieben werden kann. Sie beträgt also im Scheitel am wenigsten 
und nimmt bei wachsendem x (oder y) fortwährend zu. 

Aufgabe 120. An den Enden Ä und B einer unveränder- 
lichen Geraden AB (Fig. 18, Seite 98) ist ein vollkommen bieg- 
samer, undehnbarer, homogener Faden (eine Kette) aufgehangen. 
Die Gerade hat die Länge 2 a und liegt im Abstände b parallel 
zur a;- Achse des rechtwinkligen Coordinatensystems. Der Faden 
dreht sich um die y- Achse mit der constanten Winkelgeschwindig- 
keit w^ unterliegt aber sonst weiter keiner Kraft, als dem Ein- 
flüsse der eigenen Schwere. Seine Scheitelordinate ist im Gleich- 
gewichtszustande gleich c; sein Querschnitt q ändert sich so, dass 

immer ^^ 

q = qoCOsr = qQ — 

ist, wobei ^q den Scheitelquerschnitt bedeutet. Es soll berechnet 
werden, welche Form der Faden im Gleichgewichtszustande hat 
und nach welchem Gesetze hierbei die Spannungen in ihm ver- 
änderHch sind. 

Lösung. Man findet zunächst 

worin Tq und e dieselbe Bedeutung haben, wie in den vorher- 
gehenden Aufgaben. 

Hieraus folgt sodann 






^-^-2T^ 







Die in diesen Gleichungen vorkommende Scheitelspannung Tq er- 
giebt sich leicht zu 



j, __ eqoa^^^ 



(.^.^••) 



/ c—b 

2 
Dies liefert als Gleichung der Fadenform, wenn man zur Abkürzung 

e " =Ä 
setzt, 
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3^ = ^ + Z2^ 



Mithin erhält man als Gesetz für die Veränderlichkeit der Spann- 
ungen 

Aufgabe 121. Es soll ermittelt werden, welcher Art die 
parallel zu den Coordinatenachsen auf jedes Fadenelement (Fig. 19, 
Seite 102) wirkenden Käfte X und Y sein müssen, wenn der voll- 
kommen biegsame, undehnbare, gleichdicke und homogene Faden 
die Form einer Kreislinie annehmen und überall gleich stark 
gespannt sein soll. 

Lösung. Man findet leicht, wenn zur Abkürzung 

arqB 
gesetzt wird, a den Kreisradius bedeutet, übrigens aber die schon 
vielfach benutzten Bezeichnungen gelten, 

X=^kXj 

Die Resultante von X und Y muss also 

R = ka, 
d. h. constant, sein. 

Für ihre Richtung folgt, dass sie mit der des Halbmessers 

zusammenfällt. Auch ohne Rechnung sind diese Resultate leicht 

angebbar. 

Aufgabe 122. Auf einen Faden, der zwischen zwei festen 
Punkten aufgehangen ist, wirken in seiner Ebene beliebige Kräfte, 
welche, parallel zu zwei rechtwinkligen Coordinatenachsen, für die 
Masse 1 die Resultanten X=/'i(a;), Y^f2(x) geben; derselbe hat 
die Länge s, die Dichtigkeit b^=F{x), den Querschnitt 5==<P(ic). 

Man soll L die Bedingungen für das Gleichgewicht des Fadens 
angeben und IL das allgemeine Gesetz herleiten, nach welchem 
sich die Spannungen (T) in ihm ändern. 

Lösung. Die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen sind 

und 
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Aus denselben folgt 



und 



Da nun 



\d sj ds 



ist, also 



(fy/A?)-"' 



dx 



dy 



so erhält man, wenn diese zwei Gleichungen mit — - , bezüglich ~- , 

d s d s 

multiplicirt und dann addirt werden, 

dT sq(Xdx+ Ydy). 

Das Gesetz für die Veränderlichkeit der Spannungen lautet daher 

T=-feq(Xdx+ Ydy). 

ß) Doppelt gekrümmte »Fäden (Ketten). 

Aufgabe 123. Auf den vollkommen biegsamen, undehnbaren, 
gleichdicken Faden AB (Fig. 20) wirken seine Schwere und,- pa- 
rallel zur a;- Achse, pro Massen- 
einheit die Kraft X=kx, Er ®* 

geht durch den auf der ver- 
ticalen Coordinatenachse liegen- 
den Punkt Ä, dessen z den 
Werth h hat, derart, dass seine 
Tangente daselbst die Winkel 
cf, ß und y mit der x-, y- und 
;s^- Achse bildet; ferner durch 
den Punkt B, welchem die Co- 
ordinaten a, & und c zukommen. ^^ 
Seine Dichtigkeit e ist ver- 
änderlich und zwar ist immer B==Br.cosX =Br.-r- , 

ds 



z 



a 






C 



B' 



Es soll die 



Form bestimmt werden, welche der Faden im Gleichgewichtszu- 
stande annimmt und das Gesetz, nach welchem in demselben die 
Spannungen veränderlich sind. 



Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 



8 



X]4 AafgüJben 'äb-er da« Gleichgewicht t:« Wli-rti^^Ti RrafWa 

Losang. Die GleichgewichUb^ln^Tiigen Ijmten hier, unter 
Beibehaitong der in den Torhergehenden Aniga'r-en benat^en Be- 
zeichnnngen, 

\ a 8/ 

Aiu deii»«lben erhalt man durch Integration nnd gehörige Beaeut- 
nng der znr Constantenbe&timmnng Torliegenden Bedingungen 

* dy 

M+Xx 
2) y^Lcosßl- ^^. 

X . r ,M+Nx , g , M* 

in welchen Gleichnngen znr Abkürzung 



1/ 



""■ -L. 



2kqeQ€08a 



y2T^co8a'-^M, 

ge^eiai worden ist nnd T^ die in A herrschende Spannnng be- 
deutet. Was die Letztere betrifft, so ist sie aus 2) oder 3) her- 
leitbar, weil für x^^a, y zu h und e tol c werden mnss. 

Attfjsabe 124. Welche Er&fte X, Y und Z müssen parallel 

zu den Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensjstems auf einen 

vollkommen biegsamen, homogenen, gleichstarken Faden wirken, 

wenn derselbe die Form der Schraubenlinie 

ß z 

x=^acos — ^ y^^^asin — * 
c c 

(c = aimi ß) 

annehmen und wenn die in ihm herrschende Spannung T immer 
gleich bz sein soll? 

Lösung. Die für diesen Fall geltenden Gleichgewichtsbe- 
dingungen liefern 
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Z = 



Qs 



als Werthe der gesuchten Kräfte. 

Aufgabe 125. Ein Faden hat die Länge s, die Dichtigkeit 
E'=F(x), den Querschnitt q^0(x)y ist vollkommen biegsam, un- 
dehnbar und zwischen zwei festen Punkten aufgehangen. Er 
unterliegt der Wirkung von beliebig vielen Kräften, die parallel 
zu den Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems (siehe 
Fig. 20, Seite 113) die Resultanten X= /i {x\ r= f^ (x), Z^f^ (x) 
liefern. Man verlangt die Angabe der allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen für denselben und das Gesetz, nach welchem in ihm 
die Spannungen (T) sich ändern. 

Lösung. Die Gleichgewichtsbedingungen sind 



qeXdSy 



Das Gesetz für die Spannungen ergiebt sich auf dieselbe 
Weise, wie bei der Lösung der Aufgabe 122 zu 

T= -fsq {Xdx + Ydy + Zdz). 



% 



Capitel V. 



Aufgaben über die Anwendung des Principes der 
virtuellen Geschwindigkeiten. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Wird ein System von Punkten, welches sich im Gleich- 
gewichte befindet, unendlich wenig verrückt, so dass jeder Punkt 
desselben in eine neue, von der alten unendlich wenig verschiedene, 
Lage kommt, so nennt man bekanntlich die gerade Verbindungs- 
linie dieser beiden Lagen die virtuelle Geschwindigkeit dieses 
Punktes. 

Projicirt man diese virtuelle Geschwindigkeit auf eine Gerade 
MN^ so heisst die entstehende Projection die virtuelle Ge- 
schwindigkeit des Punktes bezogen auf die Gerade MN. 
Das Vorzeichen derselben ergiebt sich aus dem des Cosinus des- 
jenigen Winkels, unter welchem projicirt wird. 

Das Product aus der Intensität einer Kraft in die auf ihre 
Richtung bezogene virtuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes 
wird das virtuelle Moment der Kraft genannt. 

Erleidet jeder Punkt eines im Gleichgewichte befindlichen 
Systems irgend eine unendlich kleine Verrtickung (die aber natür- 
lich mit den Bedingungen des Systems vereinbar sein muss), so 
ist immer die algebraische Summe aller virtuellen Momente (Ar- 
beiten) gleich Null (oder: sie ist, verglichen mit jedem einzelnen 
dieser Momente, unendlich klein). 

Umgekehrt: ist die algebraische Summe aller virtuellen Mo- 
mente bei allen virtuellen Verrückungen gleich Null, so befindet 
sich das System im Gleichgewichte. 

Bezeichnet man die Kräfte mit P^, Pg, Ps,..P„, die Projec- 
tionen der Wege der Angriffspunkte auf die Richtungslinien der 
Kräfte mit jp^, p^, i?3,...i?n, so drückt die Gleichung 
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oder 2;(Pp) = 

das Princip d^r virtuellen Geschwindigkeiten aus. 

Bezeichnen x, y, die rechtwinkligen Coordinaten des An- 
griffspunktes einer Kraft P, welche die Winkel a, j5, y mit den 
Coordinatenachsen bildet, und nimmt man in der Richtung von P 
einen bestimmten Punkt ahc an, der von xy0 um s entfernt ist, 
so hat man 

' X — a y — & z — c 

p==ds^= dx-\ —dy-^ dZj 

s s s 

oder 

p=^cosadx-\' cos ßdy -\- cos y dz\ 

mithin geht die Gleichung 1) über in 

Pj {cos «1 dx^ + cos ßi dy^ + cos y^ dz^) 
+ Pg {cos ofg dx^ + cos ß2 dy^ + cos y^ dz^) \ = 



oder in 

2) 2P {cos adx-j- cos ß dy + cos y dz) = 0. 

Diese Sätze sollen zur Lösung der Aufgaben dieses Capitels voraus- 
gesetzt werden. 

Aufgabe 126. Die Aufgabe 13 soll mittelst des Principes 
der virtuellen Geschwindigkeiten gelöst werden. 

. Lösung. Wird die Lage des Coordinatensystemes so ange- 
nommen, wie in der früheren Lösung der Aufgabe angeführt wor- 
den ist, werden ferner die Entfernungen des Punktes Q von den 
Punkten C^, Cg, Cg mit Wj, Mg, % bezeichnet und die drei An- 
ziehungen Pj, Pg, P3 genannt, so hat man als Gleichgewichtsbe- 
dingung 

Pi du^ + P^du^ -f P^du^ = 0. 
Hierbei ist 

Nach Einsetzung dieser Werthe ergeben sich wieder die bei 
Nr. 13 angeführten Ausdrücke für x und y, 

Aufgabe 127. Auf einen vollkommen frei beweglichen Punkt, 
welcher auf ein rechtwinkliges, räumliches Coordinatensystem be- 
zogen ist, wirken die Kräfte 
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Pi unter den Winkeln a^, /S^, yj (gegen die Achsen), 

-^2 n ?> " "2> ft> y2» 



-^n M )i w ^ni Pn> /»• 

Es sollen die Bedingungen ermittelt werden, unter welchen der 
Punkt im Gleichgewichte ist.* 

Lösung. Man denke sich, dass der Punkt eine unendlich 
kleine Verrückung s erleide, deren Richtung mit den Achsen die 
Winkel il, fi, v bilde und bezeichne die Projectionen von s auf 
die Kräfterichtungen mit p^^ Pif-Pn- Dann lautet die Gleich- 
gewichtsbedingung 

I'iPi + P2P2 + • • • + ^nPn = 0. 
Die hier noch zu eliminirenden p sind durch die Beziehungen 

— = cos a^cosX + cos ßiCOS(i + cos y^ cos v, 
s 

— = cos «2 COS X + cos §2 cos (i + COS y^ cos V, 
s 



Pn 

— = cos an cos X + cosßn COS (i + COS y^ cos V 

bestimmt. 

Daraus ergeben sich die Gleichungen 

Pi cos «1 + P2 C05 «2 + • • • + -P» cos an = 0, 
Pi cos j3i + Pg C05 jSg + . . . + Pn cos jS» = 0, 
PiCOSy^+ P2COSy2 + ... + PnCOSyn =-0 

als Bedingungen für das Gleichgewicht. 

Aufgabe 128. Ein Punkt kann sich nur auf einer räum- 
lichen Curve bewegen, deren Gleichungen bezogen auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem 

y = f(x) und z=^q>(x) 
sind. Auf denselben wirke;a beliebig viele Kräfte. Man sucht die 
Bedingung für sein Gleichgewicht. 

Lösung. Denkt man sich alle Kräfte zu drei Resultanten 
X, Yy Z zusammengesetzt, welche parallel zu den Achsen thätig 
sind, und stellt sich vor, dass sich der Punkt auf der Curve um 



* Dass die Lösung dieser Aufgabe, wie auch die aller folgenden 
dieses Capitels, eben durch AnwendungdesPrincipes der virtuellen 
Geschwindigkeiten erfolgen soll, bedarf wohl kaum stets besonderer 
Erwähnung, da die Gapitelüberschrift es deutlich genug ausspricht. 
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den unendlich kleinen Bogen ds verrückt habe, so ergiebt sich 
sofort als Gleichgewichtsbedingung 

Xdx+ Ydy + Zd0^O, 
was mit der Lösung der Aufgabe 41 übereinstimmt. 

Aufgabe 129. Es sollen die Gleichgewichtsbedingungen für 
einen Punkt hergeleitet werden, welcher von beliebig vielen Kräften 
beeinflusst wird und sich nur auf einer Fläche bewegen kann, 
deren Gleichung in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
gegeben ist. 

Lösung. Auf ganz ähnliche Weise, wie in der Lösung der 
vorhergehenden Aufgabe findet man 

X 

und 

dy 
Dies stimmt überein mit Demjenigen, was bei Nr. 46 unter I. ge- 
funden worden ist. 

Aufgabe 130. Auf einer schiefen Ebene ABC^ deren 
Neigungswinkel BAö gegen den Horizont AC gleich et ist, wird 
ein Körper K durch eine constante Kraft P beeinflusst, welche 
mit dem Horizonte den Winkel ß bildet und im Schwerpunkte des 
Körpers angreift. Von der Reibung wird abgesehen. Man ver- 
langt, dass mittelst des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten 
die Bedingung hergeleitet werden soll, unter welcher das Gewicht 
Q des Körpers imd die Kraft P im Gleichgewichte sind. 

Lösung. Wird der Schwerpunkt S um das unendlich kleine 

Stück SS^ parallel tm AB (etwa aufwärts) verschoben gedacht, 

so ist 8Si . cos (ß — a) die virtuelle Geschwindigkeit von S bezogen 

auf P und SS^ . sin a die in Bezug auf Q. Die Gleichgewichts - 

bedingung ist mithin . 

Pcos (ß — cc)==^Q sin a, 

also für ß = a sehr einfach 

P^Qsin a. 

Aufgabe 131. An einem Hebel ACA^ welcher im Punkte 
C unterstützt ist, wirken zwei Kräfte P und P^ in den Endpunkten 
A und A^. Die von C auf die Kraftrichtungen gefällten Senk- 
rechten haben die Längen a und a^. Welches ist die Bedingung 
für das Gleichgewicht? 
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Lösung. Denkt man sich den Hebel aus der Buhelage AGA^ 
um den unendlich kleinen Winkel w herausgedreht , so dasis A und 
A^ die Bögen AA! = h und A^A-^ = \ beschreiben und bezeichnet 
die Projectionen von h und \ auf die B[raftrichtungen mit p und 
j?i, so hat man nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten 

-Pp + F^p^^O 
als Gleichgewichtsbedingung. 

Werden die Strecken CA und CA^^ c und c^ genannt, so 

gelten die Beziehungen 

ah CL'b^ 

Dies eingesetzt und gehörig beachtet, dass h und h^ Kreisbögen 
sind, die zu gleichen Centriwinkeln gehören, giebt die bekannte 
Momentegleichung p = P a 

Aufgabe 132. Man soll mittelst des Principes der virtuellen 
Geschwindigkeiten die Gleichgewichtsbedingung für den gemeinen 
Flaschenzug herleiten ^ unter der Voraussetzung, dass die Seile 
als parallel angesehen werden können. 

Lösung. Es sei P die Kraft (etwa ein Gewicht), welche 
am freien Seilende wirkt; Q die an der beweglichen Flasche hän- 
gende Last, der sie das Gleichgewicht halten soll. 

Denkt man sich P um ein unendlich kleines Stück a gesenkt, 
Q um 1) hierbei gehoben, so muss 

Fa-Qh=^0 
sein. Sind nun in der beweglichen Flasche n Rollen, laufen von 
derselben aus also 2n Seile, so besteht die Beziehung 

2n}) = a. 
Die gesuchte Gleichgewichtsbedingung ist mithin 

Q 
2n 

Aufgabe 133. Eine horizontal liegende Schraube S, deren 
Gänge die Höhe h haben und deren kreisförmiger Kopf den Ra- 
dius a besitzt, geht durch eine feste Mutter und wirkt bewegend 
auf einen Körper JT, welcher ihr den Widerstand Q entgegensetzt. 
An der Peripherie des Kopfes ist in tangentialer Richtung die 
'Kraft P thätig. Es soll, bei Nichtbeachtung der Reibung, die 
Bedingung entwickelt werden, unter welcher P und Q im Gleich- 
gewichte sind. 
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Lösung. Man denke sich Pals ein Gewicht, welches mittelst 
eines Fadens den Schraubenkopf dreht. Senkt sich dieses Gewicht 
um die unendlich kleine Strecke s, so bewegt sich die Schrauben- 
spitze um ein anderes ebenfalls unendlich kleines Stück s^. Aus 
der zwischen s und s^ bestehenden einfachen Beziehung ergiebt sich 
hiermit nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten 

als Gleichgewichtsbedingung. 

Aufgabe 134. Mit einer festen Geraden ÄD (Fig. 21), auf 
welcher der Punkt C beweglich, Ä aber unbeweglich, steht eine 
gebrochene ABC so in Verbindung, dass AB um A 
drehbar ist und in B sich ein Gelenk befindet, welches Fig. 21. 
gestattet, dass eine Kraft P den Punkt B der Geraden 
AD nähern kann, indem C herabgeschoben wird. P 
wirkt senkrecht gegen AD; eine andere Kraft Q, an (7, 
in der Richtung CA, Die Gerade AB hat die Länge 
a, BC ist gleich &, LACB = cc, LCAB==^ß', EB möge 
mit a;, AC mit y bezeichnet werden. 

Es soll die Gleichgewichtsbedingung für das vor- 
liegende System von starren Geraden (Kniepresse) er- 
mittelt werden und zwar I. als Beziehung zwischen P, Q, a, h 
und x\ IL als solche zwischen P, §, a, h und a oder j3; IIL end- 
lich als eine Gleichung zwischen P, §, a und jS. 

Lösung. Unter Anwendung des Principes der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten findet man zunächst als Gleichgewichtsbedingung 

Bei gehöriger Beachtung derjenigen Beziehungen, welche für die 
in Betracht kommenden Grösssen gelten, ergeben sich hieraus leicht 
die Gleichungen 

I) P=«}^±^.. 

~ ya^-h*sm*a Yh^ - a^ sin^'ß ' 

ni) p=ö(te««+toMß)=$^^^?^^^^ 

' ■«vif'/'« COSttCOSß 

als Lösungen der gestellten Aufgabe. 
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Aufgabe 135. Gegen eine feste Wand GB (Fig. 22) stützt 
sich mit ihrem einen Ende B eine starre, gewichtslose Gerade 
(Stange) AOB von der Länge a, welche in einem Punkte O 
unterstützt ist und an ihrem anderen Ende A ein Gewicht P trägt. 
Man verlangt: 

I. dass mittelst des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten 
diejenige Lage bestimmt werden soll, in welcher AOB im Gleich- 
gewichte ist, wenn von der Reibung abgesehen wird, 

IL dass durch Anwendung desselben Principes diejenigen Press- 
ungen N^ und ^2 gef^den werden sollen, welche der Stützpunkt 
0, bezüglich die Wand GB, im Gleichgewichtszustande auszuhalten 
haben. 

pig 22. Lösung. Auf AOB wirken l) das Ge- 

A wicht P vertical nach unten; 2) der Wider- 
^^\ stand des Stützpunktes 0, senkrecht gegen 
AB\ 3) der Widerstand der Wand GB^ senk- 
recht zu ihr selbst. 
^P Bezeichnet man den verticalen Abstand 

des Punktes A von der Horizontalen durch 
mit z^ die Länge OB mit ic, den wag- 
rechten Abstand des Drehpunktes von der Wand GB mit h 
und stellt die Bedmgung auf, dass die algebraische Summe der 
virtuellen Momente gleich Null sein muss, wenn B längs BG sich 
verschiebt, zugleich aber BA um sich dreht, so ergiebt sich, 
bei gehöriger Beachtung der zwischen a, &, o? und z bestehenden 
Beziehungen, dass 

sein muss., wenn AB sich im Gleichgewichte befinden soll. 

Wird ferner angenommen, die Stange verschiebe sich nach 
oben parallel zur Gleichgewichtslage und wird hierfür das genannte 
Princip benutzt, so folgt für den auf den Stützpunkt ausge- 
übten Druck 

Geht man endlich davon aus, dass die Stange sich im Sinne 
BA verschiebe, so liefert die hierdurch gewonnene Gleichung 




-^© 



i^2=l/ l-l -IP 



der virtuellen Geschwindigkeiten. 123 

als diejenige Pressung, welche die senkrechte Wand im Gleich- 
gewichtszustände erfährt. 

Aufgabe 136. Wie Nr. 104, doch soll das daselbst Gesuchte 
durch Anwendung des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten 
gefunden werden. 

Lösung. Die Benutzung von drei Verrückungen (vergl. Lös- 
ung der vorigen Aufgabe) giebt Gleichungen, deren eine für x 
(siehe 104), deren zweite für N^ und deren dritte für N^ die- 
jenigen Werthe liefert, welche früher auf anderem Wege erhalten 
worden sind. 



Capitel VI- 



Aufgaben über die Anziehung der Linien^ Flächen 

und Körper. 

ZusammeiLstelliing des im Naohfolgenden Angewen- 
deten. Wenn die Anziehung proportional der Masse und irgend 
einer Function der Entfernung u vorausgesetzt wird, so üben zwei 
Punkte, welche die Massen m und m^ haben ^ auf einander die 

Wirkung 

kmm^F(u) 

aus. Hat z. B. der eine der Punkte die Masse 1, der andere die 
Masse (i und wird die Anziehung umgekehrt proportional dem 
Quadrate der Entfernung angenommen, so ist die Wirkung, welche 
der erste Punkt vom zweiten erleidet. 

Der Anziehungscoefficient k bedeutet also diejenige Anziehung, 
welche die Masse 1 auf die Masse 1 in der Entfernung 1 ausübt. 

Liegt statt des einen Punktes ein Körper vor, so sind die 
Anziehungen, welche die einzelnen Massenelemente desselben auf 
irgend einen materiellen Punkt ausüben, von verschiedener Eich- 
tung, man muss sie daher passend in Componenten zerlegen, um 
sie sunmiiren (integriren) zu können. 

Dasselbe gilt, wenn die Anziehung von einer materiellen 
Fläche oder Linie ausgeübt wird. 

Hiernach sind die Aufgaben dieses Capitels zu behandeln. 

A. Anziehung der Linien. 

Aufgabe 137. Eine materielle Gerade JL 5, von der Länge 
b, wirkt anziehend auf einen Punkt P, welcher in ihrer Richtung 
liegt. Der Querschnitt der Geraden ist constant =2; die Dichtig- 
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keit derselben ebenfalls constant und zwar ~ s. Der angezogene 
Punkt hat die Masse 1 und befindet sich im Abstände BP^=a 
von dem Endpunkte B. Die Anziehung erfolgt nach dem New- 
ton'schen Gesetze, also proportional der Masse und umgekehrt 
proportional dem Quadrate der Entfernung; es soll ihre Grösse 
X ermittelt werden, wenn der Punkt P I. ausserhalb ÄB^ II. im 
Endpunkte B, III. innerhalb AB liegt. 

Lösung. I. Die Entfernung ÄQ eines allgemein zwischen 
Ä und B an der Stelle Q gelegenen Linienelementes möge mit 
X bezeichnet und die Eichtung von Ä nach Q als die der positiven 
Abscissen aufgefasst werden. Dann ist die Anziehung, welche 
dieses Element auf P ausübt, 

dX== — y — — ^dXf 

{a + h — xY 

wobei Je der Anziehungscoefficient und wobei das Vorzeichen (hier 

und im Folgenden) aussagt, dass die Attraction im Sinne QÄ 

erfolgt. 

Die Wirkung, die von der ganzen Geraden ausgeübt wird, 

ergiebt sich hieraus zu 

a{a + h) 
oder, wenn man die Masse der Linie mit m bezeichnet, zu 

_ hm 

a (a + 6) 
Sie ist mithin eben so gross, als wenn die gesammte Masse in 
einem Punkte C vereinigt wäre, dessen Entfernung von P gleich 
dem geometrischen Mittel zu a und a + Z>, dessen Ort also leicht 
durch Construction gefunden werden kann. 

Je länger die Gerade, desto mehr nähert sich die Anziehung 
dem Werthe 

X — ^^ 

a 
wächst also nicht ins Unendliche. 

II. Liegt P im Endpunkte B, so ist 

X= — QO. 

Der Anziehungsmittelpunkt C fällt mit P und P zusammen. 

III. Wenn endlich P innerhalb AB liegt, so ergiebt sich 
ohne Rechnung, dass die Anziehung, welche P erleidet, derjenigen 
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gleich ist, die die Strecke & — 2 a der Geraden nach I. ausübt. 
Ihr absoluter Werth ist mithin 

h(h—2a)qs 
a(b — a) 
oder, wenn die Masse des Stückes h — 2a mit fi bezeichnet wird, 

a{b — a) 

Aufgabe 138. Ein Punkt P (Fig. 23 auf Seite 128) von 
der Masse 1, wird durch eine materielle Gerade B^B^, die die 
Länge &, den constanten Querschnitt q und die ebenfalls constante 
Dichtigkeit e besitzt, nach dem Newton'schen Gesetze angezogen. 
Derselbe befindet sich ausserhalb der Bichtung der Geraden im 
senkrechten Abstände a so gelegen, dass das von ihm auf B^B^ 
gefällte Loth PO die Strecke B^B^ in die beiden Theile OB^ = l^ 
und 0B2 = \ zerlegt. 

Es soll untersucht werden, L welches die Grösse und Richt- 
ung der Anziehung B ist, die der Punkt P von der Geraden B^B^ 
erleidet; IL wo derjenige Punkt liegt, in welchem concentrirt die 
Masse der Geraden dieselbe Anziehung ausüben würde, wie wenn 
sie längs B^B^ vertheilt ist; IIL wie er sich durch Construction 
auffinden lässt; IV. wie die Resultate dann lauten, wenn h^ =2>2 ist. 

Lösung. Nimmt man OF als die Achse der positiven x, 
OB^ als die derselben y, so übt ein Linienelement, welches sich 
im Abstände y von befindet, auf P die Anziehung 

hqe 

aus; dies giebt parkllel zur a?- Achse eine Componente 

und parallel zu der der y 

ax^= g dy. 

Die Gesammtwirkung, welche von dem Theile OB^ der Geraden 
in der Richtung der x hervorgebracht wird, ist mithin 

oder, wenn man PB^ mit c^ und die Masse von OB^ mit m^ be- 
zeichnet, 



^^"^"^^TT—i^y 
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^1 



ac^ 



X 



— I > 



Wird der Winkel B^FO^^ß^ gesetzt, so kann man auch 

Aj = Sin pi 

schreiben« ^ 

Ebenso gilt natürlich für die Anziehung, welche OB2 parallel 

zur ic- Achse äussert, 

Jcqa 2>2 ^^ ^Q^ . o 
Y -= = = sin Pq , 

a Ya^ + b^^ ac^ a ^^' 

worin die Bezeichnungen gewählt sind, wie vorher. 

Ferner folgt für die gleich gerichtete Anziehungscomponente 
der ganzen Geraden -BiJ?2 

- :-(?+?)-'-f-'('*A+-«- 

Desgleichen gelangt man, von der Gleichung für dY^ ausgehend, 
zu den Werthen 

oder besser 

r= (cos ß2 — cos ßi). 

Mithin ist die Grösse der Gesammtanziehung 

a 2 

Die Richtung derselben wird durch den Winkel cp bestimmt, den 
B mit der o;- Achse einschliesst; für denselben ergiebt sich leicht 

^ _ ft ~" fe . 

II. Der Punkt §, in welchem die ganze Masse m vereinigt 
werden müsste, wenn sie auf P dieselbe Anziehung ausüben sollte, 
wie bei ihrer Vertheilung längs B^B^^ muss in der Richtung von 
B liegen. Sein Abstand r von P folgt leicht zu 
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-n 



2>- ßi+A 

- CSC • 



III. Dieser Ausdruck würde als geometrisches Mittel zu a und 
^ & C5C ^ (j3i + jSg) darstellbar sein. 

Er Iftsst jedoch eine für die Construction sehr brauchbare 
Umformung zu, wenn man beachtet, dass die Masse von B^B2 

m = aqe (tan ß^ + tcm ß^) 
ist. Dann ergiebt sich 



2 ^' 



ar tan ß^ + tan ß^ 
2'sin\{ß^ + ß^) 



r^=^a^ 



cos ßi + cos ß^ 



2 cos ^ (j3i — ß^) cos ßi cos ß. 



2 



.8 



d. i. so viel wie 



^ \cos ßi cos ß^J 



a 



cos ß^J cos ^ (/5i — ß^) 



wobei P-Bi, PJ^g und PC selbstverständliche (aus der vorher- 
gehenden Gleichung folgende) Bedeutungen haben. 

Man erhält mithin r als 
Fig. 23. 



geometrisches Mittel zu 






I 
l 

' 1 , 
\ I ' 
M.' 






cb: 



I f ' 







S^^ 



\ (PB, + PB,) 
und PC. Die Fig. 23, in 
welcher LCPO^^iß^- ß^), 
PD=^^{PBi + PB^) und 
PQ^PE ist, wii'd die Aus- 
führung der Construction 
hinreichend angeben. 

IV. Für fei^feg ergiebt 
sich 

km kae 

X ^sinß, 

^^ ac a 

^' " r=o, R=Xy 9 = 0, 

worin PB^^ = PB^ = c, L OPB^ = L OPB^ = ß genommen ist. Der 
Abstand des Punktes Q von P ist also dann die mittlere Propor- 
tionale zu a und c. 

Aufgabe 139. Ueber dem Mittelpunkte einer materiellen 
Kreislinie, deren Radius a ist, deren Dichtigkeit € und deren 



^^t 
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Querschnitt q constant sind, liegt ein Punkt P in dem senkrecht 
zur Ereisebene gemessenen Abstände c. Seine Masse ist =1. Er 
erleidet von der Kreislinie eine Anziehung A nach dem Newton- 
schen Gesetze. I. Wie gross ist dieselbe? IL Wo mtisste die ge- 
sammte Masse der Linie in einem Punkte Q vereinigt sein, um 
dieselbe Wirkung auszuüben, wie bei ihrer Vertheilung längs der- 
selben, und wie lässt sich der Ort dieses Punktes aus a und c 
construiren? 

Lösung. I. Auf dieselbe Weise, wie in den Lösungen der 
beiden vorigen Aufgaben findet man 

ahcqa 



Ä = 27t 



Va^ + c 



2 



3^ 



oder, wenn mit m die Masse der Kreislinie bezeichnet wird, und 
mit h der Abstand des angezogenen Punktes von der Peripherie, 

. kern 

IL Der gesuchte Punkt Q liegt auf der Geraden, welche P 
mit dem Kreismittelpunkte verbindet, in der Entfernung 



von P. 



i/l 



III. Dies kann als geometrisches Mittel zu h und — construirt 

c 

werden. 

Aufgabe 140. Die homogene, gleichdicke materielle Ketten- 
linie 



(X X\ 

_e+e ) 



y 2 

wirkt anziehend auf einen Pimkt, der sich im Coordinatenanfange 
befindet und die Masse 1 hat. Ihr Querschnitt ist ^, ihre Dich- 
tigkeit f. Die Anziehung erfolgt proportional der Masse und der 
Entfernung. Wie gross ist dieselbe und wie lässt sie sich durch 
die Ordinate des Schwerpunktes ausdrücken? 

Lösung. Da die Kettenlinie symmetrisch gegen die ^- Achse 
liegt, so heben sich die parallel zur üj- Achse wirkenden Compo- 
nenten auf. Als Anziehung in der Eichtung der positiven y er- 
giebt sich zunächst 

Fuhrmann, Aufg. a. d. anal. Statik. 2. Aufl. 9 



i 
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worin x den Anziehungscoefficienten bedeutet. Wird der von 

bis X gerechnete Kettenlinienbogen mit s bezeichnet, so lässt sich 

dies eleganter in der Form 

Y=Kq£(^sy + kx) 
darstellen. 

Da ferner, nach Lösung der Aufgabe 55, die Schwerpunkts- 
ordinate tj den Werth — hat, so ist auch 

^ s 

Y=2Kqssi], 
oder, wenn die Masse der Kettenlinie m genannt wird, 

Y=7imri, 

B. Anziehung der Flächen. 

Aufgabe 141. Wie gross ist die Anziehung Ä, welche eine 
homogene, materielle Kreisfläche vom Eadius a, der Dichtig- 
keit £ und der constanten Dicke ^, nach dem Newton'schen Ge- 
setze auf einen Punkt von der Masse 1 ausübt, der senkrecht über 
ihrem Mittelpunkte in der Entfernung c liegt? Wie viel beträgt 
diese Anziehung, wenn c zu Null wird; wie viel, wenn eine un- 
endlich grosse Kreisfläche vorliegt? 

Lösung. Wird ein Kreisdurchmesser als Achse, der Mittel- 
punkt als Pol eines Polarcoordinatensystems genommen, der Radius- 
vector irgend eines Flächenpunktes mit r, die zugehörige Anomalie 
mit bezeichnet, so ist die Anziehung, welche das daselbst liegende 

Flächenelement ausübt, 

kedrdddr 

Dieselbe giebt in der Ebene der Scheibe eine Componente, welche 

aufgehoben wird; senkrecht zur Scheibe eine andere 

_ . kcÖErdddr 
dA = —• 

Hieraus folgt 



Yc^ + r^' 



oder, wenn man den Abstand des angezogenen Punktes vom Bande 
der Scheibe mit h bezeichnet, 
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A==^ 27ckc6e 



(M) 



Verschwindet c, so geht Ä über in 

Ä^ = 27cköe. 
Derselbe Werth ergiebt sich für a = QO; die Anziehung, welche 
eine mit unendlichem Halbmesser construirte Kreisfläche ausübt, 
ist also von endlicher Grösse. 

Dem Anfänger sei empfohlen, die Lösung auch durch Be- 
nutzung des unter Nr. 139 erlangten Besultates zu Hefem (also 
mittelst einfacher Integration). 

Aufgabe 142. Die homogene, materielle Fläche ÄCB (Fig. 18 
auf Seite 98) der Kettenlinie 



]c / — — — \ 



zieht einen im Coordinatenanfange befindlichen Punkt von der Masse 
1 proportional der Entfernung und der Masse an. Die Dichtigkeit 
ist =f, die Dicke der Fläche constant -«^. 

Man soll die Grösse der Anziehung bestimmen und angeben, 
wie sich dieselbe durch die Ordinate ri des Flächenschwerpunktes 
ausdrücken lässt. 

Lösung. Die parallel zur o;- Achse wirkenden Componenten 
heben sich auf. Für die Anziehung in. der Richtung der y- Achse 
ergiebt sich 

worin x dieselbe Bedeutung hat, wie bei Nr. 140, a und b aber 

unter Nr. 110 genannt sind. 

Wird mit s die Länge des Bogens ÄC^GB bezeichnet, so 

hat man besser 

Y^ixed[2ah^-k{a1c + hs)l 

Da die Ordinate i/ des Schwerpunktes der Fläche ÄCB den Werth 

_2ah^ — k(bs + ak) 

'^ 4:{ah-ks) 

bat, was leicht aus dem unter 11. in Aufgabe 65 Dagewesenen folgt, 

so ist auch 

r«2xd£(a& — Ä5)?y, 

oder, wenn man die Masse der Fläche ACB mit m bezeichnet, 

Y^Kmrj. 



132 Aufgaben über die Anziehung der Linien, Flächen und Körper. 

Aufgabe 143. Eine materielle Kugel fläche vom Radius a, 
deren Dichtigkeit s und Dicke 6 constant sind, wirkt anziehend auf 
einen Punkt P von der Masse 1 , welcher sich im Abstände c'^ a 
vom Mittelpunkte befindet. Die Anziehung erfolgt proportional 
der Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfern- 
ung. Es wird verlangt, die Intensität derselben zu ermitteln. 

Lösung. Wir beziehen die Kugelfläche und den Punkt P 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensjstem, dessen positive o? -Achse 
OP und dessen Anfang ist. Dann ergiebt sich üir die Anzieh- 
ung, welche die ganze Kugelfläche auf P ausübt, zunächst der 
Ausdruck 

+ a + K'^—x' 

(c — x) dx dy 



X=---2akd€ 



J Jv^' 



— a 



t* — x^ — y^ ^€? +€^—2 ex 

worin k, wie früher, der Anziehungscoefficient. 

Durch Ausführung der Integrationen folgt hieraus 

_ k(4t7ta^8B) 
A = s > 



,2 



die Anziehung ist also eben so gross, als wenn die gesammte Masse 
der Kugelfläche in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. 

Dasselbe ergiebt sich bei Anwendung von räumlichen Polar- 
coordinaten. 



C. Anziehung der Körper. 

Aufgabe 144. Ein Punkt P, welcher auf der Achse eines 
homogenen, geraden Kreiscylinders liegt, wird von diesem pro- 
portional der Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate 

der Entfernung angezogen. 



Fig. 24. 




Der Radius OB des Cy- 
Hnders ist «c, die Höhe 
01> = hy die Dichtigkeit e, 
der Abstand des Punktes 
P von der Cjlinderbasis 
= a, seine Masse = 1. 
Gefragt wird nach der 
Grösse der Anziehung, I. 
wenn der angezogene Punkt 
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oberhalb der Deckfläche, IL wenn er in derselben liegt, IIL wenn 
er sich innerhalb der Cylindermasse befindet. Ferner wird IV. die 
Beantwortung der unter I. und IL gestellten Fragen für den Fall 
eines unendlich langen Cylinders verlangt. Endlich soll V. be- 
rechnet werden, wo derjenige Punkt der Achse liegt, in welchem 
concentrirt die Cylindermasse dieselbe Wirkung ausüben würde, 
welche sie in den Fällen L bis IV. erzeugt; auch soll man eine 
Construction zur Auffindung dieses Punktes angeben. 

Lösung. L Benutzt man cylindrische Coordinaten in der 
durch Fig. 24 angedeuteten Weise, indem man einen beliebigen 
Massenpunkt Q durch OL = x^ LQ = r und iMLQ = (o bestimmt, 
so ergiebt sich für die Anziehung, welche P erleidet, 

dxdrdio ^ 



r* P /^{a — x)rdxdri 
J J J y{a-xf + r' 



-A. iC ti m m m o 



«y e/ ^y KV** — ''*^j ~r '^ 
Dies liefert 



1) Ä = -27tJcs(h + y(a - hy + c^- Ya^ + c^l a^h, 
was so viel ist, wie 

Ä = - 27tks {BC+ GP- BP) = - 27tkss, 
wenn man unter s versteht: Cylinderhöhe plus Abstand des an- 
gezogenen Punktes vom Umfange der Deckfläche, minus Entfern- 
ung desselben von der Peripherie der Basis. 

IL Liegt der angezogene Punkt auf der Deckfläche , so hat 
die Anziehung die Grösse 

2) Ä^- 2'jtJcB {h + c- I/ä^ + c^) = - 2nhBS. 

IIL Befindet er sich innerhalb der Cylindermasse und wird 
der Abstand von der Grundfläche mit Ä^, der von der Deckfläche 
mit \ bezeichnet, so ist 

3) A = 2%hB (Ä2 - Äi - j/V + 0^ + VK + O = - 27rÄ;£$, 
wobei s hier in Bezug auf den Restcylinder von der Höhe h^—ii^ 
verstanden werden muss. 

IV. Für Ä= 00 liefert die Gleichung l), wenn man erst a=Ä+ai 
setzt und dann den binomischen Satz anwendet, 

4) A^-^itlzB (V\2 + c^ - (h)' 



* Es möge beachtet werden, dass Nr. 144 auch gelöst werden 
kann, indem man den unter 141 gefundenen Satz von der Anziehung 
der Kreis Scheibe als bekannt voraussetzt. Diese Bemerkung sei für 
die folgenden Aufgaben ebenfalls zur Berücksichtigung empfohlen. 
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Ebenso erhält man aus 2) 

5) Ä^ — 27tksc. 

Die Anziehung, welche ein unendlich langer Cylinder ausübt, 
ist also von endlicher Grösse. 

V. Derjenige Punkt der Achse, in welchem concentrirt die 
Cylindermasse dieselbe Wirkung hervorbringt, wie bei ihrer Ver- 
theilung, liegt für die Fälle I. bis III. von dem angezogenen 
Punkte, nach zu, im Abstände 



-V'- 



l1* 

25 



Dies kann construirt werden, indem man zu 25, c und c die vierte 
Proportionale bestimmt, dann aber zu dieser und h das geome- 
trische Mittel aufsucht. 

Im Falle IV. ist § unendlich gross. 

Aufgabe 145. I. Wie gross ist die nach dem Newton^schen 
Gesetze erfolgende Anziehung , welche ein gerader , homogener 
Kreiskegel von der Höhe OÄ^hj dem Basisradius h und der 

Dichtigkeit e auf einen Punkt 
Fig. 26. p von der Masse 1 ausübt, 

der auf seiner Achse, unterhalb 
der Grundfläche, in der Ent- 
fernung a>Ä von der Spitze 
Uegt? 

II. Welchen Werth hat die- 
selbe, wenn der angezogene 
Punkt sich im Basismittelpunkte 
befindet? 
Lösung. I. Wird die Kegelspitze als Anfang der Abscissen, 
die Kegelachse OÄ als positive rr- Achse genommen und der all- 
gemeine Punkt der Kegelmasse, wie in der Lösung der vorigen 
Aufgabe, durch die Coordinaten x, r und © bestimmt, so hat man 
füt die Gesammtanziehung, welche auf P ausgeübt wird. 




bx 

~h 2ä 



A = --hB 



J J J Vi^' 



dxdrdco 







.rj2 + »-2 



3 



Unter Anwendung bekannter Integralformeln folgt hieraus 
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1) A^2^Un}^j,y-l^^^~--c + a\- 

worin s die Länge der Kegelseite, c den Abstand des angezogenen 
Punktes von der Peripherie der Basis und Ä, wie gewöhnlich, den 
Anziehungscoefficienten bedeutet. 

IL Wenn P mit dem Grundflächenmittelpunkte zusammenfällt, 
so ist einfacher 

Aufgabe 146. Wie Nr. 145, I; doch liegt der angezogene* 
Punkt P^ oberhalb der Kegel spitze in der Entfernung a von 
der Grundfläche (siehe Fig. 25). 

Das für die Anziehung gefundene Resultat soll auf denjenigen 
besonderen Fall angewendet werden, in welchem Pj mit der Spitze 
zusammenfällt. 

Lösung. Auf dieselbe Weise, wie bei der Behandlung der 
vorhergehenden Aufgabe, gelangt man hier zu dem Werthe 

1) A^^itTzBhll — 






in welchem d die Entfernung des angezogenen Punktes von der 
Kegelspitze ist, die übrigen Grössen aber dieselbe Bedeutung haben 
wie vorher. 

Für den in der Aufgabe genannten speciellen Fall liefert die 
Gleichung 1) zunächst Unbestimmtes, bei näherer Untersuchung 
aber 



A-^^Ttheh \l 



-7( 



Aufgabe 147. Ganz wie Nr. 145, nur mit dem Unterschiede, 
dass der anziehende Kegel ein abgestumpfter ist, welcher aus 
dem Yollkegel mit der Höhe h entstand, indem man eine Spitze 
von der Höhe 0-4q = Äq parallel zur Basis abtrennte (Fig. 25). 

Lösung. Legt man das Coordinatensystem wieder genau so, 
wie in der Lösung der Aufgabe 145 angegeben worden ist und 
benutzt die Abkürzungen 

{a - hf + 6* = c^ 

80 ergiebt sich 



} 
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als Werth der gesuchten Anziehung. Geht der Stumpf in einen 
Vollkegel über, so wird hieraus die unter Nr. 145 angegebene 
Gleichung l). 

Aufgabe 148. Wie Nr. 146, doch ist der anziehende Kegel 
der abgestumpfte ÄBCÄqB^Cq (Fig. 26 auf Seite 134), für wel- 
chen OÄq = Hq und OÄ^ wie früher, = h. Man verlangt I. die 
Anziehung Ä, die auf P^ ausgeübt wird; II. die Grösse derselben 
für den Fall, dass der angezogene Punkt P^ mit dem Mittelpunkte 
Äq der Deckfläche zusammenfällt; III. die Herleitung der Anzieh- 
ung für den Vollkegel und für den Cylinder, aus den unter I. 
gefundenen Besultaten. 

Lösung. I. In der bei Behandlung der vorhergehenden Auf- 
gaben angegebenen Weise findet man 
.X . ^ . (, 7 hr(a-h)h\ h(ah + h^ + cs) . , "1 ) 

worin zur Abkürzung 

ft2 ^ /,2 _ ^2^ 

a^ + h^^c^ 
und 

gesetzt ist. 

II. Liegt der angezogene Punkt P^ im Deckfiächenmittelpunkte, 
so ergiebt sich die Grösse der Anziehung aus Gleichung 1), wenn 
man a = /i — Äq nimmt. 

III. Die für den Vollkegel von der Höhe h geltende Formel 
folgt, wenn Äq«=0 gesetzt wird. Man gelangt dann zu dem unter 
Nr. 146 angeführten Besultate. 

Um femer den Werth für die Anziehung des Cylinders aus 
Gleichung 1) zu erhalten, braucht man nur Ä, Äq und a durch 
die Höhe h^ des Stumpfes, durch den Abstand P^Äq^u (Fig. 25) 
und durch den Deckflächenradius ÄqB^j = ß auszudrücken und nach- 
her ß = h zxi nehmen. Es ergiebt sich dann die Gleichung 1) der 
Lösung von Nr. 144. 

Aufgabe 149. Eine homogene Hohlkugel, deren äusserer 
Badius r^, deren innerer Tq und deren Dichtigkeit s ist, wirkt 
nach dem Newton'schen Gesetze anziehend auf einen Punkt P von 
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der Masse 1. Es soll berechnet werden, I. wie gross diese An- 
ziehung Ä ist, wenn der Punkt ausserhalb der Kugel liegt; II. wenn 
er sich in dem umschlossenen Hohlräume befindet; III. wenn er 
innerhalb der Eugelmasse gelegen ist. Endlich soll man lY. an- 
geben, wie stark anziehend eine massive Kugel auf den Punkt 
P wirkt, wenn dieser ausserhalb, innerhalb, oder auf der Ober- 
fläche sich befindet. 

.Lösung. I. unter Benutzung eines Polarcoordinatensjstems, 
dessen Pol der Kugelmittelpunkt ist, findet man leicht 

worin a den Abstand des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte, 
m die Masse der Hohlkugel und k den Anziehungscoefficienten be* 
deutet. 

Die Anziehung ist daher eben so gross, als sie sein würde, 
wenn die ganze Masse der Hohlkugel in ihrem Mittelpunkte con- 
centrirt wäre. 

II. Ein in dem umschlossenen Hohlräume liegender Punkt 
erleidet gar keine Attraction. 

ni. Befindet sich der Punkt innerhalb der Masse der Hohl- 
kugel im Abstände a<ri (aber >r0) vom Mittelpunkte, so wird 
er derartig angezogen, als ob nur diejenige Hohlkugel auf ihn 
wirke, deren äusserer Radius a, deren innerer Vq ist. 

IV, Ist die Kugel massiv, wird ihr Halbmesser mit JR, der 
Abstand des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte wieder mit a 
bezeichnet, so ergeben sich für die Anziehungen leicht die Werthe 

B^ 

1) ^ = — -l^^^-ä» 

2) Ä=^ — ^7ckeay 

3) A = — inkeB, 

je nachdem der Punkt ausserhalb der Kugel, innerhalb, oder auf 
der Oberfläche liegt. Die hierin enthaltenen Sätze sind leicht in 
Worte zu fassen. 

Aufgabe 150. An einer Wage sind zwei Kräfte im Gleich- 
gewichte, von denen die eine (ein Gewicht, dessen Masse fi ist) 
von der Anziehung der Erde abhängt, die andere (etwa die Elasti- 
cität einer Feder) aber nicht. 

9* 
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Man bringt diese Wage über ein homogenes Erzlager, 
dessen Dichtigkeit E ist nnd welches in der Form eines Kreis- 
cylinders vom Badius r nnd der Höhe (Tiefe) A so in der oberen 
Schicht der Erde liegt, dass der Mittelpunkt der Cjlinderdeck- 
fläche mit dem Mittelpunkte von (i zusammenfällt. 

Es soll I. ermittelt werden, wie sich die Anziehung Ä\ die 
das Gewicht dann erleidet, zu derjenigen, Ä, verhält , welche es 
erleiden würde, wenn kein Erzlager vorhanden wäre, vielmely: die 
ganze Erde (die als vollkommene Kugel vom Badius B angesehen 
werden möge) die gleichförmige Dichtigkeit e hätte; IE. soll 

bestimmt werden, wie gross das Verhältniss — für den Fall ist, 

dass E die Dichtigkeit des Quecksilbers =14, r»zwei Kilometer, 

Ä = 26 Meter und dass JR = 6370 Kilometer, s aber gleich 5,6 

angenommen wird. 

Lösung. Die Anziehung der gleichförmig dichten Erde auf 

die Masse fi an ihrer Oberfläche ist (laut Lösimg der vorigen 

Aufgabe) 

A = ^7tJciisB, 

Denkt man sich nun den oben angegebenen Cylinder heraus- 
genommen und den entstandenen Hohlraum mit der dichteren Erz- 
masse ausgefüllt, so hat man für die neue Anziehung (siehe Lös- 
ung der Aufgabe 144) 

A^ = i7t1c(i8B + 27t7c(i(h + r'-yj^~+7)(E-e); 
mithin ist 



4' , , E-e h + r-Y?^ 

-7-1+4 



r 



2 



Ä ' ^ s B 

11. Für die in der Aufgabe vorgeschriebenen Zahlenwerthe 
folgt hieraus, abgerundet, 

Ä' 1 

A~ "^114000* 
d. h. das üebergewicht beträgt so viel, als wäre die in der einen 

Wagschale liegende Masse (i um vermehrt worden. 
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Vorrede zur zweiten Auflage des zweiten Teiles. 

In dem vorliegenden zweiten Teile meiner „Aufgaben aus der 
analytischen Mechanik^' ist immer, wo nicht das Gegenteil aus- 
drücklich bemerkt wird, y' die Abkürzung für——? ebenso r die 

(toc 

für — -, €[ ein konstanter Querschnitt, b die unveränderliche Dichtig- 

keit, 8 die konstante Dicke einer Fläche, t die vom Anfange der 
Bewegung aus gezählte Zeit, (im fdnften Capitel) der von der 
Anfangslage aus gerechnete Drehwinkel, M die Masse. Letztere 
wurde jedoch bei den in den ersten drei Capiteln enthaltenen 
Aufgaben stets gleich 1 vorausgesetzt. — 

Bezüglich der Bestimmung des Buches verweise ich auf 
die der zweiten Auflage des ersten Teiles beigegebene Vorrede, 
sowie auf die günstigen Becensionen, welche im „Literarischen 
Centralblatt" , im „Archiv für Mathematik und Physik", in der 
„Allgemeinen Literaturzeitung'', in der „Zeitschrift für Mathematik 
und Physik", in derjenigen „für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht", im „Civilingenieur", in den Organen des 
„östreichischen Ingenieur- und Architekten- Vereins", des „Vereins 
deutscher Ingenieure" und in einigen anderen hervorragenden 
Blättern erschienen sind. 

Auf Grund jener Urteile und derjenigen, welche mir brieflich 
zugegangen sind, darf ich hoffen, es werde sich die vorliegende 
Schrift nicht nur als Hilfsmittel beim Studium der Mechanik, 
sondern auch als solches bei dem der Differential- und Integral- 
rechnung mehr und mehr einbürgern. 

Dresden, am 21. November 1881. 

A. Fuhrmann. 
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Capitel L 



Aufj^aben aber die geradlinige Bewegung eines 

freien Punktes. 

Zusanunenstelliiiig des im Nachfolgenden Angewendeten. 

Bezeichnet v die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes, $ den 
von ihm zurückgelegten geradlinigen Weg, der von irgend einer 
bestimmten Anfangsstelle ab gerechnet wird, ist femer Q die auf 
die Masseneinheit des Punktes wirkende Kraft, endlich t die Yon 
einem bestimmten Augenblicke an gezählte Zeit, so gelten bekannt- 
lich die Beziehungen 

. ds 

1) v = 



und 



dt 



2) Q = 



dt 
Die Letzte derselben läfst sich auch in den Formen 

und 

dv 



4) e=..^^ 

darstellen. 

Hierbei gilt Q für positiv, wenn es die Geschwindigkeit v zu 
vergrössem strebt; im entgegengesetzten Falle für negativ. 

Hat der sich bewegende Punkt nicht die Masse 1, sondern 

die Masse m, so ist die Kraft, welche die Geschwindigkeit v er- 

dv 
zeugt, gleich m — - Sie wird bewegende Kraft genannt, während 

CLt 

die auf die Masseneinheit wirkende beschleunigende Kraft heifsi 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. IL 1 



2 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

A. Gegeben eine Beziehung zwischen der 
beschleunigenden Kraft Q und der Zeit t\ einschliefslich : 

Q konstant. 

Aufgabe 1. Ein Punkt bewegt sich infolge der Einwirkung 
einer Kraft, welche proportional der Zeit zunimmt und zur Zeit 1 
die Beschleunigung h erteilt \dX^o z. B. infolge des Gewichtes einer 
Wassermenge, die sich durch Zuflufs gleichmäfsig vermehrt). Die 
Bewegung beginnt mit der Anfangsgeschwindigkeit c und erfolgt 
in einem nicht widerstehenden Mittel. 

Wie grofs sind nach der Zeit t die Geschwindigkeit v und der 
zurückgelegte Weg 5? * 

Lösung. Die Gleichungen l) und 2) der vorstehenden „Zu- 
sammenstellung'^ liefern 

und 

Aufgabe 2. In einem widerstehenden Mittel bewegt sich zur 
Zeit Null von der Stelle A (Fig. 1) aus ohne Anfangsgeschwindig- 
keit ein Punkt infolge einer 
^ ^^' ' Anziehung nach einem 

^ '' V ^ — f festen Centrum C, welches 

im Abstände AC = a sich 
befindet. Die auf ihn wirkende beschleunigende Kraft einschlieüs- 
lich des Mittel Widerstandes) ist zu jeder Zeit t 



1) Q = a ^ "T^ e-«' (|3 cos ßt — cc sin ßt), 

P 

wobei a, cc und ß konstante Gröfsen sind. 

Es soll ermittelt werden: 

I. wie grofs die Geschwindigkeit v des Punktes zur Zeit t ist; 

II. in welcher Entfernung y er sich zu dieser Zeit vom 

Centrum C befindet; 

III. ob seine Bewegung identisch ist mit einer solchen, welche 

entsteht, wenn das Centrum C proportional der Entfernung 

anzieht und das Mittel proportional der Geschwindigkeit 

widersteht, oder, was dasselbe ist, wenn er sich in einer 

central durchbohrten Kugel in jenem Mittel bewegt. 



Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 3 

Lösung. Man findet 

ct^ + ß^ 

2) v = a — -^-^c-«'5m/S^ 

und 

3) ^ ""T ^~'" (^sinßt + ßcosßt). 

Nun gilt aber, wenn der Punkt sich in einer central durchbohrten 
Kugel bei obigem Widerstände bewegt, fiir die beschleunigende 

4 

Kraft die Gleichung (siehe Lösung der Aufgabe 149 des ersten 
Teiles dieses Buches) 

Q = Jc.y — ÄjV, 

in welcher 1c und Ä;^ Konstanten sind. Da l) unter Beachtung von 
2) und 3) leicht auf die Form 

Q = (a' + ß')y-2av 

gebracht werden kann, so erhellt, dafs die in der Aufgabe vor- 
geschriebene Bewegung wirklich mit der in einer durchbohrten 
Kugel identisch ist und zwar mit derjenigen, bei welcher h und k^ 
die Werte a^ + /5^ bezüglich 2 a, haben. 



Aufgabe 3. Es soll mittelst der Gleichungen l) bis 4) der 
vorstehenden „Zusammenstellung" der im luftleeren Eaume senk- 
recht nach unten erfolgende Wurf untersucht werden und zwar 
unter Voraussetzung der Ünveränderlichkeit der Schwere. 

Lösung. Wird die Anfangsgeschwindigkeit mit c bezeichnet 
und die Zeit t vom Beginne der Bewegung an gezählt, so liefern 
die genannten Differentialgleichungen 

V =^ c -{- gt 

für die erlangte Geschwindigkeit, 

s = et -]- ^ gt^ 

für den durchflogenen Weg und, wenn c gleich Null ist, 



V = y2gs, 

Dieße sehr bekannten Besultate werden für später folgende Auf- 
gaben wieder gebraucht. 

Aufgabe 4. Wie Nr. 3, doch erfolgt der Wurf vertikal 

aufwärts. 

1* 



4 Av^gahen Ober die geradlinige Bewegung eines freien Pdnktes. 
Lösung. Hier ergiebt sich 

s = et — i gfi, 



c^ — v^ 






^9 



Man sieht hieraus, dafs in dem Augenblicke T= — der aufwärts 

geworfene Körper die Geschwindigkeit Null besitzt und das Herab- 

fallen anfängt; ferner, dafs die erstiegene Höhe S = -— ist, also 

(nach der Lösung der vorigen Aufgabe) eben so grofs, wie die- 
jenige, aus welcher er herabfallen müfste, um seine Anfangs- 
geschwindigkeit c zu erlangen. 

Die beim Aufsteigen vorliegenden Geschwindigkeiten sind den 
entsprechenden beim darauf folgenden Herabfallen überall gleich. 

Aufgabe 5. Das AbwUrtsrollen auf der schiefen Ebene (ohne 
Anfangsgeschwindigkeit und ohne Widerstände) soll untersucht 
werden. 

Lösung. Es ist, wenn cc den Winkel bezeichnet, welchen die 
Ebene mit dem Horizonte bildet, 

V = gt sin a 
und 

s = ^ gt'^ sin a. 

Die Geschwindigkeit, welche der Punkt erlangt, indem er die 
ganze Länge L der schiefen Ebene herabrollt, ist hiernach gleich 

y2gL sin cc, mithin eben so grofs, wie diejenige, die er erwerben 
würde, wenn er ihre ganze Höhe vertikal herabfiele. 

Aufgabe 6. Ein Dach ABC (Fig. 2), von gegebener Spann- 
weite 2&, soll so konstruiert werden, dafs das Begenwasser in der 

^. , kürzesten Zeit herabfliefst. 

^ Unter welchem Winkel 

a = BAD 
müssen die Sparren gegen den 
^«^ Horizont geneigt werden? 

Lösung. Mit Benutzung der Lösung der vorigen Aufgabe 
findet man leicht, dass a gleich 45 Grad sein mufs. 
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Aufgabe 7. Von dem obersten Punkte Ä eines vertikalen 
Kreisdurchmessers AB ist eine Sehne ÄC nach einem beliebigen 
Peripheriepunkte gezogen; von hier aus eine zweite nach dem untersten 
Punkte B. 

Es soll berechnet werden, in welchem Verhältnisse die Zeiten f^, 
t^ und ^3 zu einander stehen, in denen ÄC, CB nnd AB von einem 
schweren Punkte durchlaufen werden. 

Lösung. Man findet leicht, t^ =^ t.2 = t^. Es wird also jede 
der Sehnen in derselben Zeit durchlaufen, wie der Durchmesser. 

Aufgabe 8. Mit einer gegebenen Rinne MN (Fig. 3) soll ein 
vorgeschriebener Punkt Ä durch eine andere Binne AC so ver- 
bunden werden, dafs ein in der letzteren 
^^*- ^' ohne Widerstand herabrollender schwerer 

\M I Punkt in der kürzesten Zeit von A nach 

»\— -- - -j'^j ^N gelangt. Die Lage der Binne AC ist 

\ /f //'"'//• J^i* Benutzung der Lösung der vorigen 
\ ^^1 / ; i Aufgabe zu bestimmen. 
\\ / / I Lösung. Die Stelle (7, an welcher 

^ I ! die Binne AC einmünden mufs, ergiebt 
\ ■/?• L sich, indem man AB horizontal zieht und 
2^ I BC = BA nimmt. Dafs AC dann wii'k- 
Jf lieh in der kürzesten Zeit durchrollt 

wird, erkennt man leicht; wenn man be- 
achtet, dafs alle von A aus gezogenen Sehnen des in C die Binne 
MN berührenden Halbkreises AC^CC^B in gleich langen Zeiten 
durchfallen werden, wie die Lösung der vorigen Aufgabe lehrt. 



Aufgabe 9. Bei der ohne Geschwindigkeit beginnenden Be- 
wegung eines Punktes hängt die vom Anfange an gezählte Zeit t 
mit der beschleunigenden Kraft Q zusammen durch die Gleichung 



, 1 Q 

t = -r- arccos — ,« 

I k akr 



in welcher a und k Konstanten sind. 

Es soll berechnet werden, wie grofs die Geschwindigkeit v des 
Punktes in dem Augenblicke t ist; welchen Weg s er bis zu diesem 
Momente durchlaufen hat; wie die beschleunigende Kraft mit diesem 
Wege zusammenhängt und ob die Bewegung ebenso erfolgt, wie 



6 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

wenn der Funkt in der centralen Bohrung einer homogenen Eugel 
vom Badius a nur infolge der Anziehung derselben sich bewegt 
und zwar von der Oberfläche aus, zur Zeit Null, ohne Anfangs- 
geschwindigkeit. 

Lösung. Die Gleichungen 1) und 2) der auf Seite 1 stehen- 
den „Zusammenstellung*^ Kefem 

V = aJc smTctf 

s = a(l — cos Jet) = 2a sir? \lct 

Hiemach ist 

Q = l^{a— s). 

Wirkt auf den Punkt nichts weiter als die Anziehung der in der 
Aufgabe genannten Kugel, so unterliegt er in der Entfernung s 
von der Oberfläche (nach Lösung der Aufgabe 149 des ersten Teiles 
dieses Buches) der beschleunigenden Kraft K^{a — s). Wenn also 
die Konstanten K und Ic gleich sind, so sind es auch die beiden 
Bewegungen. 

B. Gegeben eine Beziehung zwischen der beschleunigen- 
den Kraft Q und dem durchlaufenen Wege s^ 

Aufgabe 10. Eine materielle Gerade AB (Fig. 4) von der 
endlichen Länge & wirkt anziehend auf einen Punkt P, welcher in 
ihrer Eichtung liegt, aber aufserhalb ihrer Masse. Der Querschnitt 

der Geraden ist konstant 
^^^' ^ gleich ^; die Dichtigkeit 

" - ?- -? derselben ebenfalls kon- 
stant und zwar gleich c. 
Der angezogene Punkt befindet sich zur Zeit Null von dem End- 
punkte B in dem endlichen Abstände BO = a. Die Anziehung 
erfolgt nach dem Newton'schen Gesetze, also proportional der 
Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung. 
Die Bewegung beginnt von aus ohne Anfangsgeschwindigkeit und 
geht unter alleiniger Wirkung der Anziehung der Geraden vor 
sich. Man soll berechnen, welche Geschwindigkeit v der Punkt er- 
langt hat nach Durchlaufuüg des Weges 5; mit welcher {v^ er im 
Halbierungsjpunkte der Strecke BO und mit welcher {v^ er in B 
anlangt. 

Lösung. Wenn sich der Punkt im Abstände y von B befindet, 
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so ist (nach der Lösung der Aufgabe 137 des ersten Teiles) die 
Anziehung, welche die Gerade auf ihn ausübt, 

Hieraus folgt durch Benutzung der Gleichung 4) der „Zusammen- 
stellung" (Seite l), dafs in dieser Entfernung die Geschwindigkeit 



v=y 



2c ^a(h + y) 



h {a + l)y 

vorliegen mufs, in welchem Ausdrucke c die Abkürzung für hhq^e 
ist. Die, mit welcher er in der Mitte von OB anlangt, ist hiernach 



-^ 



2c^a+26 



und diejenige, mit der er in B ankommt, ist unendlich grofs. 

Aufgabe 11. Wie Nr. 10, doch soll sich die anziehende Ge- 
rade (Fig. 4) von B nach A zu in's Unendliche erstrecken. 

Lösung. Im Abstände y von B ist die Anziehung, welche 
der Punkt erleidet, ' 

J. = — > 

y 

wobei c = kqs. 

Dies giebt für die Geschwindigkeit daselbst 



y 

Sie nimmt also stets zu, erreicht im Ealbierungspunkte der Strecke 

BO den Wert 

Vi=^y2cl2 

und ist unendlich grofs, wenn der Punkt in B anlangt. 

Aufgabe 12. Über dem Mittelpunkte G einer materiellen 
Kreislinie, deren Eadius a ist, deren Dichtigkeit e und deren 
Querschnitt q konstant sind, befindet sich zur Zeit Null ein Punkt 
P in dem (senkrecht zur Kreisebene gemessenen) Abstände c in 
Buhe. Er wird von der Kreislinie nach dem Newton'schen Ge- 
setze angezogen. 

Man soll berechnen, welche Geschwindigkeit (v) dieser Punkt 
P besitzt, wenn er sich im Abstände y von C befindet, mit welcher 



8 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

(v^) er durch C hindurch geht und was aus den Werten von v 
und Vi für die Natur der Bewegung folgt. 

Lösung. Die beschleunigende Kraft ergiebt sich unter Be- 
nutzung der Lösung der Aufgabe 139 des ersten Teiles. Sodann 
erhält man 

, = +1/2571X1 -^ = + l/25fl-AV 

wobei 

B = 27takq6j 

b der ursprüngliche Abstand des Punktes P von der Kreislinie, 
hingegen u der während der Bewegung vorliegende (veränderliche). 
Hieraus geht hervor, dafs die Bewegung eine schwingende 
ist und zwar eine solche, bei welcher in C die (gröfste) Ge- 
schwindigkeit 



^1 = + 



iz-c^-o 



herrscht. 

Aufgabe 13. Wie Aufgabe 12; nur geschieht die Anziehung 
durch eine materielle Kreisfläche vom Radius a, der kon- 
stanten Dichtigkeit £ und Dicke d. 

Gesucht wird die Geschwindigkeit v des Punktes im Abstände 
y vom Centrum und derjenige Wert, welchen sie erreicht hat, 
wenn der Punkt im Centrum eintrifft. 

Lösung. Wie in den vorhergehenden Lösungen erhält man 
(unter Benutzung von Nr. 141 des ersten Teiles) 

worin K die Abkürzung für 2 Ynköe ist; oder auch 

V = Ky(u — y) — (V^^ = Kys-'(b — u) 

wenn man mit u den (veränderlichen) Abstand des sich bewegen- 
den Punktes von dem Umfange der Kreisscheibe bezeichnet, unter 
h den Anfangswert von u versteht und unter s den zurück- 
gelegten Weg. 

Die Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt im Centrum an- 
langt; ist 

Vi ^ Kya ~ b + c = Xyc — (b — ay 
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Aufgrabe 14. Auf der Achse eines homogenen, geraden, un- 
endlieh langen Kreiscjlinders befindet sich anf^glich ein 
Funkt, im Abstände a von der Deck^äche, in Buhe. Der Cjlinder 
zieht ihn nach dem Newton'schen Gesetze an, hat den Badius c 
und die Dichtigkeit e. 

Man soll berechnen, wie grofs im Abstände y von der Deck- 
fläche die Geschwindigkeit v ist und mit welcher (v^ der Punkt 
am Cylinder ankommt. 

Lösung. Mit Benutzung von Nr. 144 des ersten Teiles er- 
giebt sich 



V 

und 



K \/{ah - mj) + cH^ + {y' - a«) 



V, = K'\/ah + c^ l ^^ - a^ 



in welchen Ausdrücken iC= ]/27i;A;f , 6 = y«^ + <^^? ** = V^^ + V^ • 

Aufgabe 15. In einer centralen Durchbohrung einer massiven, 
homogenen Kugel bewegt sich ein Punkt von der Masse 1 unter 
alleiniger Wirkung der Anziehung, welche nach dem Newton'schen 
Gesetze erfolgt. Die Bewegung beginnt von der Oberfläche aus 
ohne Anfangsgeschwindigkeit. Wie grofs sind zur Zeit t die Ge- 
schwindigkeit t;, die Mittelpunktsentfernung x und welcher Art ist 
die Bewegung? 

Lösung. Die Beschleunigung, welche die Kugelanziehung 
erteilt, ist nach der Lösung der Aufgabe 149 des ersten Teiles 
bekannt. Mit Einführung derselben erhält man zunächst 



wobei K^ = ^nhe^ k der bekannte Anziehungskoefficient und a 
der Kugelradius. Dann folgt 

X =s a cos Kt, 
V = aK sin Kt. 

Hiermit erkennt man die Bewegung als eine periodische. 
Die Zeiten, zu welchen sich der Punkt an der Kugeloberfläche 

befindet, sind 0, ■=» 2^» 3~ u. s. f.; die, zu welchen er durch 

Jx Jl A 
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% it 

das Centrum geht, — =» 3—— u. e. w., also unabhängig von der 

Gröfse des Badius. Die Geschwindigkeit, mit welcher der Mittel- 
punkt durchlaufen wird, ist + aK. 

Aufgabe 16. Ein Punkt, welcher sich im Abstände a = ÄC 
(Fig. 5) von der Erdmitte befindet, fällt im luftleeren Baume. 
Da a, verglichen mit dem Erdhalbmesser r = GBy sehr grofs ist, 
so mufs auf die Veränderlichkeit der Schwere Rücksicht genommen 
werden. Man soll für den aufserhalb der Erde stattfindenden Fall 
berechnen 

I. wie grofs die Geschwindigkeit v ist, welche der Punkt 
erlangt hat, nachdem von ihm der Raum s durchfallen 
wurde und mit welcher Geschwindigkeit V er an der 
Erdoberfläche ankommt, wenn seine Bewegung von der 
Ruhe aus beginnt; 
II. in welcher Zeit t er die Höhe s durchfällt und wie viel 

Zeit T er braucht, um bis zur Erde zu gelangen; 
ni. welche Geschwindigkeit er zur Zeit t erreicht hat und 
welchen Weg er während dieser Zeit durchfällt. 
Lösung. 

I. So lange sich der Punkt aufserhalb der Erde befindet, ist 
die Anziehimg, welche er erleidet (Nr. 149, IV, im ersten Teile), 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung, nämlich 

^) « = ^ i^W 

Hieraus folgt ohne Schwierigkeit 



2) v = r\/ 2g 



V- 



a{a — s) 
und 



3) 



-V'^'rh 



wenn mit h die ganze durchfallene Höhe bezeichnet wird. Kann h 
gegen r vernachlässigt werden, so liefert die letzte Gleichung die 
sehr bekannte (vergL Aufgabe 3, Gleichung 3) 

Fi = /2^. 
Es ist also die Geschwindigkeit V immer kleiner als diejenige 
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(Fj), welche erlangt wird, wenn die Schwere überall so grofs ist, 
wie an der Erdoberfläche. 

IL Bei Bestimmnng der Zeit t 
kommt man auf die Differentialgleichimg 



/- 



— s 



ds 



-.1/?/.. 




Für die Integration derselben 

empfiehlt sich die Einführung eines 

Hilfswinkels 9 mittelst der Substitu- 
tion 

4) s = a sir? ^ 0. 
Sie liefert 

5) a — s = a cos^ \ 0, 

was sich, als a — s ^=^ — -\' ~ cos ^^ in Fig. 5 leicht geometrisch 

deuten läfst. Nach Ausführung der Integration entsteht 

6) ^ = Ä(0 + 5m0), 

wobei ' 



7) 



Ä 



a •\/~€b 

~2rV 2g' 



Aus 4) und 5) folgen sin i Q und cos i 0. Damit hat man 
auch sin und erhält 

8) t = 2Jc\—ys{a — s) -\- arc sin 1/ — U 

was auch in der Form 

*.\ . 2Ä: r_ /— 7 r . a a—2s'] 

9) ^ = — lys (a — 5) + — arccos 

a L 2 a J 

gegeben werden kann. 

Die Zeit, in welcher der Punkt bis zur Erdoberfläche herab- 
fällt, ist hiernach 

2r 



10) T=^[y(^:=7rr+| 



— arccos 



a J 



III. Will man für einen bestimmten Augenblick t die Ge- 
schwindigkeit und die durchfallene Höhe haben, so mufs man aus 
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der transcendenten Gleichung 6) zunttchst berechnen. Hat man 
dieses, so ist s durch 4) und 5) bekannt; dann aber auch v durch 
Gleichung 2). 

Aufgabe 17. Mit welcher Geschwindigkeit Cq mufs ein Kör- 
per (Punkt von der Masse l) vom Monde aus nach der Erde ge- 
worfen werden, wenn er bis an diejenige Stelle zwischen beiden 
Himmelskörpern gelangen soll, an welcher die Anziehungen beider 
gleich sind, bei deren geringster Überschreitung er also nicht auf 
den Mond zurück, sondern auf die Erde fällt? 

Gegeben wird Folgendes: 

Mondmasse f« = -gV ^^^ Erdmasse m; 

Mondradius ^ "= i^ des Erdradius r; 

Abstand der Mittelpunkte e = 60r; 

20000000 , 

Erdhalbmesser r = Meter; 

n 

Anziehung der Erde auf die Masse 1 an ihrer Ober- 
fläche: g = 9,809 Meter. 
Lösung. Für die Beschleunigung, welche der Körper er- 
leidet, nachdem er sich um die Strecke s von der Mondoberfläche 
entfernt hat, findet man^ weil das Newton'sche Gesetz gilt, 

km hfl 

Die nach 4) der ,,Zusammenstellung^* (Seite 1) hieraus fol- 
gende Differentialgleichung liefert 

^ \e — Q Q e — z z J 

wobei z = Q -{- s und c die Anfangsgeschwindigkeit. 
Dies giebt schliefslich 

Co = 2275 Meter. 

Aufgabe 18. Eine Kraft, welche umgekelu-t proportional der 
dritten Potenz der Entfernung abstöfst, hat ihren Sitz in einem, 
festen Centrum 0. Ein im Abstände a befindlicher Punkt A er- 
hält eine Anfangsgeschwindigkeit c in der Richtung von A nach 0. 
Dann bewegt er sich offenbar bis zu einer gewissen Stelle B, 
an welcher er umkehrt und rückwärts läuft. Man soll er- 
mitteln: 
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I. Für die Vorwärtsbewegung (von A nach zu) 

a) die Geschwindigkeit v als Funktion des Abstandes x 

von 0; 
ß) den Abstand x als Funktion der Zeit t; 
y) die Entfernung h des ümkehrpunktes B von 0; 
ö) die Zeit f^, welche der Punkt braucht, um von A 

nach B zu gelangen. 

II. Für die RückwSrtsbewegung (von B nach A zu) 

a) ' die Geschwindigkeit w als Funktion des Abstandes y 

von 0; 
ß) den Abstand y als Funktion der Zeit; 
y) desgleichen w ausgedrückt durch die Zeit 

III. Die wichtigsten aus den abgeleiteten Gleichungen sich 
ergebenden Folgerungen. 

Lösung. I. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich für die Vor- 
wärtsbewegung 



l/(aV + A;*)ic2 — a^ik* yK^a^ — a^^ 

1) t? = = j 

ax ax 

wobei 1^ die Intensität der abstofsenden Kraft für die Einheit der 
Entfernung und x die Abkürzung für "j/a^c* + Ä^. 
Femer 

2) x = ^-^ ^ — ' ; 

• 

«\ ^ ak 

3) 6 = -; 



.2 



4) ^6 = 

X* 

U. Ebenso folgt für die Bückwärtsbewegung 

loVy^ — l^ 



5) M' 



6t/ 



6) 3^ = 1- ^ 



7) w 



h 



Hierbei ist die Zeit in I. von dem Augenblicke an gezählt, zu 
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welchem in Ä die Bewegung beginnt; bei IL aber von dem Mo- 
mente an, zu welchem in B das Bückwärtslaufen eintritt. 

III. Aus diesen Gleichungen ist leicht zu ersehen, dafs die 

Bewegungserscheinungen beim Vorlaufe dieselben sind, wie beim 

Eücklaufe, nur in entgegengesetzter Folge. Die Geschwindigkeit 

k 
bei der Etickwärtsbewegung nähert sich der Grenze — , was man 

sofort erkennt, wenn man in 7) die Zeit t gleich oo nimmt, nachdem 
man vorher passend umgeformt hat. 

Aufgabe 19. Ein beweglicher materieller Punkt wird von 
einem in der Entfernung a befindlichen Centrum C umgekehrt pro- 
portional der Quadratwurzel aus dem Abstände angezogen. Die 
Bewegung beginnt ohne Anfangsgeschwindigkeit und endigt in C, 
Es soll berechnet werden 

I. die Geschwindigkeit v des Punktes im Abstände x von C; 
II. diejenige (V)^ mit welcher er in C anlangt j 
IIL die Zeit t, nach deren Verlauf er um x von C absteht; 

IV. die andere (jT), zu welcher er daselbst ankommt; endlich 
V. diejenige (t^\ um welche er die Geschwindigkeit v^ besitzt. 

Lösung. Bezeichnet k^ die Intensität der Anziehung im 
Abstände 1, so ist 

v = 2kVy~ä — yx, 

V=2k}/~ä, 

_ 12 Yak^ — V • 

^'~ 12ft* ''^- 

Aufgabe 20. In einem festen Mittelpunkte M wirkt eine 
proportional der w*®^ Potenz der Entfernung anziehende Kraft. 
Ihre Intensität ist im Abstände 1 gleich k. Ein materieller Punkt, 
welcher von M um a absteht, besitzt zur Zeit Null eine nach M 
gerichtete Anfangsgeschwindigkeit c. . Welche Geschwindigkeit v 
hat er, nachdem er noch um die Strecke x vom Mittelpunkte ent- 
fernt ist? Mit welcher (F) langt er in M an? Wie grofs mnfs 
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sein anfänglicher Abstand a sein, wenn er mit der vorgeschriebenen 
Geschwindigkeit u in M eintreffen soll? 

Lösung. Für n^ — 1 ist 



^=]/^(«"+^-^''+') + 



c* 



und 



Y n-\-l 



+ 
Der bewegliche Punkt mufs also den ursprünglichen Abstand 

w-fl 



«-y-£^("'-^) 



haben, wenn er mit der Geschwindigkeit u in M anlangen soll. 
Für n = — 1 hingegen erhält man 

und 

F= oo. 

In diesem Falle trifft also der sich bewegende Punkt immer 
mit unendlich grofser Geschwindigkeit in M ein, aus welcher Ent- 
fernung er auch kommen mag. 



Aufgabe 21. Zwei frei bewegliche Punkte, deren Massen m, 
bezüglich n sind, befinden sich anfänglich in dem gegenseitigen 
Abstände a in Euhe und ziehen sich nach dem Newton'schen Ge- 
setze an. Berechnet soll werden 

I. die Zeit t, nach welcher sie die gegenseitige Fntfemung 

(<a) haben; 
II. diejenige (T), um welche sie zusammentreffen; 
' III. die Gröfse ihrer Entfernung zu einer bestimmten, in 
Sekunden gegebenen Zeit, t; 
IV. die Längen der Wege jr, bezüglich y, die von den beiden 
Punkten während dieser Zeit durchlaufen worden sind. 
Lösung. I. Versteht man zunächst unter x und y die zu 
einer ganz beliebigen Zeit t zurückgelegten Wege, so hat man, 
wie leicht zu erkennen ist, 
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. cPx kn 

und 

o\ ^y _ ***» 

als Differentialgleichungen der Bewegung (wobei k selbstverständ- 
liche Bedeutung besitzt). 

Aus dem zwischen a, x, y und z bestehenden Zusammenhange 

folgt hiermit 

d^e kim-^-n) 

d? ~ 7 

oder 

/ dz = — A: (w 4" **) ~2"' 

Integriert man mid beachtet, dafs / = — {v -^^ w) ist (wenn 
mit V und w die zur Zeit t vorliegenden Geschwindigkeiten der 
beiden Punkte bezeichnet werden), so entsteht 



1 / 2* (w + **) 1 /<^ 



— z 



Wird bei der nun folgehden Integration die Sustitution 

3) z = a cos^ i e 

benutzt und die Konstante durch Rücksicht auf den Anfangszustand 
bestunmt, so ergiebt sich leicht 



4) e + 5m e = — 1/ ^^ — -^—^ t, 

^ a y a 



also 



5) ^ = ^VwTT^-T—\ (Ö + sin 8). 



Hiermit ist die Frage I beantwortet, denn der in GL 5) vor> 
kommende Hiifswinkel ist durch Gl, 3) oder durch 



6) 8 = 2 arccos 1/ — 



bestimmt. 

n) Das Zusammentreffen erfolgt [nach 5)] zu der Zeit 
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r7\ rn '^'^'X / ^ 

^ "^ ~2~ r 27c (m' 



2 k (m -{- n) 

in. Die Entfernung 0, in welcher sich die Punkte zu einer 
bestimmten, in Sekunden gegebenen Zeit t befinden, ergiebt sich, 
indem man aus der transcendenten Gleichung 4) zunächst 6 be- 
rechnet, nachdem vorher für t die Sekundenzahl eingesetzt worden 
ist. Mit hat man dann auch g, nämlich durch Nr. 3). 

lY. Ist z bekannt, so ist es auch 

8) ic + 1/ = a — 0. 

Eine zweite Gleichung mit x und y folgt aus l) und 2), nach welchen 

cPx dl^y 

Da hier die linke Seite ein vollständiges Differential ist, so 
kann man ohne alle Schwierigkeit zweimal integriren und erhält 
(indem man die Konstanten mit Rücksicht auf den Anfangszustand 
bestimmt) 

9) mx = ny. 

Diese, das Gesetz 

X',y=^nim 

ausdrückende Gleichung giebt mit 8) zusammen 



und 



10) x = — ^J — («— ^) 



11) y = p — (a — z\ 



Da nun, nach 3), 

a — z = asin? ^ 9 

ist, und 9 für ein in Sekunden gegebenes t aus 4) berechnet 
werden kann, so hat man hiermit auch x und y zu dieser Zeit. 

Aufgabe 22. An den Enden A und B einer Geraden von 
der Länge a befinden sich zwei Punkte, welche die Massen m und 
n haben, ursprünglich in Buhe. Sie ziehen sich proportional den 
Massen und umgekehrt proportional den dritten Potenzen der Ent- 
fernungen an. 

I. Welchen Weg x hat der erste Punkt nach Verlauf der 
Zeit t zurückgelegt und welchen Weg y der zweite? 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 2 
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IL Zu welcher Zeit T treffen die Punkte zusammen imd wo 
erfolgt der Zusammenstofs? 

Lösung. L Als Differentialgleichungen der Bewegung hat 

man hier 

. dv Ten 

1) V —- = -f — -— ö» 

' dx (a — X — yy 

V dw km 

^ dy ~ {a — x — yY 

wobei Tc, v und w dieselbe Bedeutung haben, wie in der Lösung 
der vorigen Aufgabe. 

Wie dort ergiebt sich 

3) mx = ny. 
Hieraus folgt zuächst 

n y^ y 2 anx — (w + w) x^ 

^ — — '- — -1 ^i i — 

a an — (w -j- w) ic 

und nachher 

4) x= , "", , [a^ - >/«* — Ä(w+«)7]; 
^ a (w + w) \ • / 

mithin 

5) y = , *^ ^ [a* - >/«*_Ä(«t+«)7] . 

aym -{- n) \ • / 



U. Der Zusammenstofs ereignet sich zu der Zeit 
6) T = 



a^ 



yk (wi -|- n) 

an ain 

in den Abständen ; — von A und -. — von B. 

w 4" w m -f- n 

Aufgabe 23. Wie Aufgabe 22; doch ist die Anziehung 
irgend eine Funktion der Entfernung, also nf (a — x — t/), be- 
züglich mf (a — X — y). Gefragt wird 

I. Welche Beziehung besteht zwischen den beiden Geschwin- 
digkeiten V imd w, die die zwei Punkte zur Zeit t besitzen? 

IL Welche zwischen den von ihnen zurückgelegten Wegen 
X und y? 

ni. Wie l&fst sich die gegenseitige Entfernung der Punkte 
und wie lassen sich x und y als Funktionen von t bestimmen? 

rV. Was ergiebt sich aus den unter I bis HI gefundenen 
Besultaten für den Fall, dafs die Anziehung u) umgekehrt pro- 
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portional dem Quadrate, ß} dafs sie mngekebrt proportional der 
dritten Potenz der Entfernung ist? 

Lösnng. Auf dem in den Lösungen der Aufgaben 21 und 22 
eingeschlagenen Wege findet man: 

L Die Geschwindigkeiten verhalten sich stets umgekehrt wie 
die Massen (v i ic = ni m). 

n. Ebenso die zurückgel^ten Wege x und y. 

HL Wenn a — x — y mit s und J f{ß) ds mit 9 {£) bezeichnet 

wird, wenn femer die Integrationskonstanten C und C^ genannt 
werden, so ist 



also 



daher 



das ist 



ß 



-y2(m + n)t + C„ 



VC-g>{g) 



« = * (0. 



x-\-y = a—i>(t). 
Unter Benutzung des in II enthaltenen Satzes folgt hieraus 

a; = — ^— [a - 1 (0], 

IV. In den genannten speciellen Fällen liefern die unter I 
bis III entwickelten Resultate Das, was in den Lösungen der beiden 
vorhergehenden Aufgaben angegeben worden ist. 



Aufgabe 24. In einer Flüssigkeit bewegt sich ein materieller 
!^unkt zufolge eines Stofses, den er zur Zeit Null erhalten und der 
ihm die Geschwindigkeit c erteilt hat, in solcher Weise, dafs immer 
der von ihm zurückgelegte Weg 

Tcc—W 

' ¥— 

ist, in welchem Ausdrucke W den veränderlichen Widerstand des 
Mittels bedeutet und h eine von der Natur des letzteren abhängende 
Eonstante. Aufser W wirkt auf den Punkt keine Kraft. Man soll 
berechnen 



20 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

I. welche Geschwindigkeit v er besitzt nach dem Durchlaufen 
des Weges 5; 

II, in welcher Weise der Widerstand W von der Geschwindig- 
keit V abhängt. 

Lösung. Es ergeben sich die Gleichungen 

V = c — ks 
und 

W = 7cv, 

welche sehr einfache Sätze aussprechen. 



C. Gegeben eine Beziehung zwischen der beschleunigen- 
den Kraft Q und der Geschwindigkeit v, 

Aufgabe 25. Ein materieller Punkt (Masse l) wird mit der 
Anfangsgeschwindigkeit c in eine Flüssigkeit gestofsen, welche der 
Geschwindigkeit proportional widersteht. Es wirkt auf ihn keine 
andere Kraft, als dieser Widerstand. Die entstehende Bewegung 
soll untersucht werden bezüglich des Zusammenhanges zwischen 
dem zurückgelegten Wege 5, der verflossenen . Zeit t und der er- 
langten Geschwindigkeit v, 

Lösung. Setzt man den für die Geschwindigkeit 1 vorliegen- 
den Widerstand gleich Ä, so ist der nach der Zeit t durchlaufene 
Weg (wenn beide vom Beginne der Bewegung ab gezählt werden) 

1) s = -|--(l-e-*0, 

c 
nähert sich also bei unendlich wachsendem t der Grenze — . Die 

k 

zur Zeit t herrschende Geschwindigkeit ist 

2) V = ce""*'. 

Der Punkt bewegt sich mithin immer langsamer, bleibt aber erst 
nach unendlich langer Zeit stehen. Nach 1) und 2) hat man auch 
noch die leicht in Worte zu fassenden Beziehungen 
V c • — V 

und 

4) i; = c — ks. 



r 



Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 21 

Aufgabe 26. Zur Zeit Null besitzt eine kleine Kugel (Punkt 
von der Masse l), welche sich in einem widerstehenden Mittel be- 
wegt, die Anfangsgeschwindigkeit c, hat jedoch noch keinen Weg 
zurückgelegt. Der Widerstand, die einzige auf die Kugel wirkende 
Kraft, ist dem Quadrate der Geschwindigkeit v proportional und 
besitzt für v gleich 1 den Wert k. Zu bestimmen sind 
I. die Geschwindigkeit v der Kugel zur Zeit f; 
II. der um diese Zeit zurückgelegte Weg 5; 

III. die Beziehung zwischen v und 5; 

IV. diejenige Zeit f^, zu welcher die Geschwindigkeit t^ herrscht; 
V. die Gröfsen von v und s nach unendlich langer Zeit. 

Lösung. Ohne alle Schwierigkeiten erhält man 

c 



V 




1 


+ ckt 


7 


S 




1 

h 
1 


1{1 + 


ckt), 


S 




k 


V 




h 




c 


— u 






c 


ku 




^00 




0, 






5« 




00 


» 





Das letzte Resultat verdient sehr, mit dem entsprechenden. der vor- 
hergehenden Lösung (Aufg. 26) verglichen zu werden. 

Aufgabe 27. Der Widerstand ist der Geschwindigkeit v um- 
gekehrt proportional; sonst Alles, wie bei der vorigen Aufgabe. 
Auch soll die Bewegung in demselben umfange untersucht werden. 

Lösung. Sehr leicht ergiebt sich 



v = yc^ — 2kt, 
1 



s = ^((^-Vc'-2ke). 

Beide Ausdrücke sind nur reell, für t<,--r 

— 2 k 

Ferner 
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und, bei derselben Bedeutung, wie in der Lösung der Aufgabe 26, 



Zu der Zeit 

T= — 

2k 

bleibt die Kugel stehen und hat dann den Oesammtweg 

3k 
zurückgelegt. 

Aufgabe 28. Die auf einen materiellen Punkt wirkende be- 
schleunigende Kraft ist 

Q = y2k(v-cl 

wobei V die Geschwindigkeit, c ihr Anfangswert und k eine gegebene 
Konstante. Der zurückgelegte Weg s, die erlangte Geschwindig- 
keit V und die beschleunigende Kraft werden als Funktionen der 
vom Bewegungsbeginne an verflossenen Zeit t gesucht. 

Lösung. 

s = et -{- ^ kt^'^ 
Q = kt, 

also der Zeit proportional. 

Aufgabe 29. Wie Aufgabe 26; der Widerstand ist aber der 
^ten Potenz der Geschwindigkeit proportional; n wird gröfser als 
2 vorausgesetzt. Gesucht werden v und s als Funktionen von t\ die 
Beziehung zwischen v und s\ die zum Durchlaufen des Weges s 
nötige Zeit. 

Lösung. Die zur Zeit t herrschende Geschwindigkeit ist 

1 
«; = [ci-«_(l — n) kt\ 1-« ; 

der um diese Zeit zurückgelegte Weg 

Die zwischen Geschwindigkeit und Weg bestehende Beziehung lautet 
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Es liegt mithin nach dem Durchlaufen des Weges s die Geschwindigkeit 

1 

V = [c^-« — (2 — *^) Ä^p-« 

vor und wird für denselben die Zeit 

1—» 






c^-n _ [^2-» — (2 — w) Ä^p-« 



(1 — w) Ä 

gebraucht. 

• 

Diese Formeln auf einige spezielle Fälle anzuwenden und dann 
näher zu untersuchen, kann empfohlen werden. 

Aufgabe 30. Unter dem Einflüsse einer im Sinne der Anfangs- 
geschwindigkeit wirkenden konstanten beschleunigenden Kraft a be- 
wegt sich ein Körper (Punkt von der Masse l) in einem Mittel, 
welches der Geschwindigkeit v proportional widersteht. Für v = 1 
ist die Intensität des Widerstandes = &; zur Zeit Null ist v == c 
und noch kein , Weg zurückgelegt. Man soll berechnen 

I. nach welcher Zeit t der Körper die Geschwindigkeit v 

haben wird; 
IL wie sich v als Funktion von t ausdrücken läfst und ob die 
Bewegung nach und nach in eine gleichförmige übergeht; 

III. wie grofs der zurückgelegte Weg s nach Verlauf der Zeit t ist 5 

IV. welche Beziehung zwischen v und s besteht. 

Lösung. Die Geschwindigkeit v besitzt der Körper zu der Zeit 

1 , a — hc 

t = — l 

h a — bv 

Hieraus folgt 

a — (a — bc) e~^* 
V-. ^ , 

woraus man ersieht, dafs die Bewegung sich mehr und mehr einer 
gleichförmigen mit der Geschwindigkeit — nähert. 



Ferner ist 



und 



5 = ^[a&^-(a~&c)(l~e-*0] 



• V L ^ ^ ' a — bvA 



Aufgabe 31. Wie Aufg. 30; nur mit dem Unterschiede, dafs 
die Kraft a in dem der Anfangsgeschwindigkeit entgegengesetzten 
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Sinne wirkt. Vor- und Bücklauf des Körpers sind zu untersuchen 
und zu vergleichen. 

Lösung. Die Vorwärtsbewegung erfolgt so, dafs zu der vom 
Beginne an gezählten Zeit t die Geschwindigkeit 

1) „ = v _ 

ist. Der Körper bewegt sich also immer langsamer und bleibt in 
dem Augenblicke 

2) '.=^^'- 

• a 

stehen, um sogleich den Bückweg anzutreten. Während desselben 
wirkt die Kraft a nicht mehr verzögernd, sondern beschleunigend 
und erteilt in der vom ümkehrmomente an gezählten Zeit t die 
Geschwindigkeit 

Diese nähert sich mehr und mehr der Grenze — j d. h. die Bewegung 



wird einer gleichförmigen immer ähnlicher. Wenn abermals die 
durch Gleichung 2) bestimmte und für den ganzen Vorlauf nötig 
gewesene Zeit t^ verflossen ist, herrscht die Geschwindigkeit 

a 
a + fec 

welche, wie man sofort sieht, von c übertroflfen wird und zwar um 

bc 
a-{-hc 

Diejenige Zeit fg? welche der Punkt braucht, um beim Bück- 
laufe wieder die Geschwindigkeit c zu erwerben, mit der er seine 
Bewegung begann, ist um 



2 1.2^2 



gröfser als diejenige f^, welche er nötig hatte, um c vollständig zu 
verlieren. Für bc'> a wird J imaginär, was nicht befremden kann, 

weil beim Bücklaufe -r- die gröfste überhaupt erreichbare Geschwin- 
digkeit ist. 



Au^ben über die geradlinige Bewegung eines freien Ponktes. 25 

Während der Vorwärtsbewegung legt der Körper in der Zeit t 
immer die Strecke 

« == ^ [(« + «•<:) (1 - «-*') - «*'] 

zurück; im Ganzen also den Weg 

a'\-hc 



1 /, .a + bc\ 



Bei dem Bücklaufe hingegen ist (nach der vom Umkehraugen- 
blicke an gerechneten Zeit t) 

der, ab ümkehrstelle, zurückgelegte Weg. Er hat für grofse t 

ü 
näherungsweise die Länge - 1, was mit dem vorher gefundenen 

a 
Lim V = — 



übereinstimmt. 

Die zwischen v und s bestehenden Beziehungen sind 

1 n / N , a + bCl 

bezüglich 

s = -^(al hv\ 

y \ a — bv ) 

Aufgabe 32. Aus einer Höhe, welche nicht so bedeutend 
ist, dafs die Veränderlichkeit der Schwere berücksichtigt werden 
mufs, fällt ein Körper ohne Anfangsgeschwindigkeit nach der Erde 
zu. Der Widerstand der Luft ist dem Quadrate der Geschwindig- 
keit V proportional, und der fallende Körper wird als ein mit der 
Masse 1 versehener Punkt vorausgesetzt. 

I. Welche Geschwindigkeit v ist nach der Zeit t erlangt und 
welche Strecke s während dieser Zeit durchfallen worden? 

IL Wie grofs ist die beim Durchlaufen des Weges s erworbene 
Geschwindigkeit v xmd welche Höhe h mufs durchfallen werden, 
wenn eine vorgeschriebene Geschwindigkeit u erlangt werden soll? 

in. Welche Zeit T braucht der Körper, um aus .der Höhe S 
herabzufallen? 
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IV. Wie lassen sich aus den unter I und II gefundenen 
Gleichungen diejenigen herleiten, die (nach der Lösung der Auf- 
gabe 3) dann gelten^ wenn der Luftwiderstand vernachlässigt 
werden darf? 

Lösung. I. Es wirken auf den Körper die Beschleunigung g 
der Schwere und der Widerstand /ttt;^, wobei ^i selbstverständliche 
Bedeutung hat. Wird 

1) ^ = Ä^ 

9 

gesetzt, so ist 

2) t; = ~. 

Die Bewegung nähert sich also mehr und mehr einer gleichförmigen 

mit der Geschwindigkeit -t-j das istl/ — 

Je y (i 

» 

Ferner ergiebt sich 

1 e^^' + e-ö'*' 

II. Aus der Höhe s kommend, hat der Körper die Geschwindigkeit 
4) v = — ]/l — e-2^*'*; 

K 

mithin mufs man ihn durch 

herabfallen lassen, wenn er mit der Endgeschwindigkeit u auf- 
treffen soll. 

III. Die zum Durchfallen der Höhe S nötige Zeit ist 



IV. Wenn kein Luftwiderstand vorliegt, so ist [nach Gl. 1)] 
Je = 0. Damit nimmt das durch Gleichung 2) bekannte v zunächst 

die unbestimmte Form — an. Differenziert man aber Zähler wie 

Nenner einzeln nach Je und setzt dann letzteres = 0, so entsteht 

wie in der Lösung der Aufgabe 3. Zu demselben Resultate kann 



Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 27 
man auch gelangen, wenn man in Gleichung 2) die bekannten Reihen 

"C [ p — X pX , p~~ ^ ^ 

für — -^^— — und anwendet, welche für jedes endliche x 

gelten. 

Der durch 3) gegebene Wert von s nimmt für Ä = ebenfalls 

die Form — an. Werden Zähler und Nenner nach k differenziert, 

so entsteht 



was, wenn man Ä ==» setzt, nochmals — giebt. Wiederholung des 
bekannten Verfahrens liefert 



— X 



Dasselbe ergiebt sich bei Anwendung der Beihe für l 
Auf Gleichung 4), welche sich auch 

schreiben läfst, angewendet, liefert das mehrbenutzte Differenzier- 
verfahren 



2^ 
also 



wie in der Lösung der A^ufgabe 3. 

Dasselbe ergiebt sich bei Anwendung der Eeihe 

Z(l — .rc) =- — \x — \x^ — \x^ — , 

deren Giltigkeitsbedingung 

— 1 ^ä;< + 1 

erfüllt ist, weil [nach Gl. 3)] kiA immer kleiner als 1 sein mufs. 

Aufgabe 33. Von der Erdoberfläche aus wird ein Körper 
(Punkt von der Masse 1) mit der Anfangsgeschwindigkeit c senk- 
recht in die Höhe geworfen. Der Luftwiderstand ist (wie bei Aufg. 32) 
dem Quadrate der Geschwindigkeit v proportional und für die Ein- 
heit derselben gleich fi. Die Schwere wird als unveränderlich an- 
^ gesehen. 
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I. Wie grofs sind beim Aufsteigen v und s nach der Zeit t 
und Vielehe Beziehung besteht zwischen beiden? 

II. Welche Zeit T braucht der Körper, um bis zum höchsten 
Punkte seiner Bahn zu gelangen? 

III. Welche Höhe 8 ersteigt er im Ganzen? 

IV. Wie lassen sich aus den unter I gefundenen Werten von v 
und s diejenigen herleiten, welche im nicht widerstehenden Mittel 
gelten? 

V. In welchem Verhältnisse steht die Geschwindigkeit v^, mit 
der der Körper, von der höchsten Stelle herabfallend, wieder unten 
anlangt, zu der Anfangsgeschwindigkeit c? 

VI. Wie verhält sich die zuni Herabfallen aus der gröfsten 
Höhe nötige Zeit 5\ zu derjenigen T, welche zum Aufsteigen ge- 
braucht wird? 

Vn. Auf welche Weise läfst sich der Widerstandscoefficient fi 
bestimmen, wenn man die Anfangsgeschwindigkeit c kennt und die 
Zeit, welche verstreicht, bis der Körper wieder auf der Erde an- 
kommt? 

Lösung. I. Unter Beibehaltung der in der Lösung der vor- 
hergehenden Aufgabe benutzten Abkürzung 



Je 



y1' 



ergiebt sich 



1 ck — tangJct 



oder auch 



Ferner 



und 



Je 1 -}- cJctangJct 

1 cJc cos gJct — sin gJct 
Je cos gJct -J- cJc sin gJct 

s == —T^ l {cos gJct + cJc sin gJci) 

1 I+äV 

V 



2gJ(^ 1 + Jc^v^ 
II. Die bis zum Aufsteigen an die höchste Stelle nötige Zeit ist 

T = — -^ arctan Jcc: 
gJc 
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in. die Steighohe 

lY. Im nicht widerstehenden Mittel ist lr = 0. Damit nehmen 
die für v nnd s gefundenen Gleichnngen zunächst die unbestimmte 

Form — an. Wendet man, nnter gleichieitiger Benutzung passen- 
der Umgestaltungen, die bekannte för die Bestimmung der Werte 
derartiger Ausdrücke geltende Begel der Differentialrechnung an 
(yergL IV der vorigen Lösung), so ergeben sich ohne nennens- 
werte Schwierigkeiten die imter Aufgabe 4 stehenden Gleichungen. 
Y. Durch Benutzung von 11 der yorhergehenden Lösung er- 
giebt sich, dafs der Körper mit der Geschwindigkeit 

c 

V. = . — 

auf die ErdoberflSche zurückeilt. Dieselbe ist also kleiner wie 
die Anfangsgeschwindigkeit o, mit welcher er aufstieg und yerhftlt 

sich zu letzterer wie 1 zu |/l -\- k^(?- 

YI. Ebenso erhält man durch Anwendung der unter III in 
der Lösung der Aufgabe 32 entwickelten Gleichung den Ausdruck 

als die zum Herabfallen yon der höchsten Stelle nötige Zeii Daher gilt 



T:T^ = arctan Jcc : l (kc + ]/l + Ä* c*)- 

Setzt man kc = ^y so kann arctan ^ als die von bis ^ gerechnete 
Fläche der Kurve 

angesehen werden; ebenso ^ (S + ]/l + i^) *^s ^^® ^®^ Linie 

Da nun • 

so ist t/<%, mithin auch T <C T^^* Für das Hinaufsteigen ist 
daher weniger Zeit erforderlich, als für das Herabfallen von der 
höchsten Stelle. 
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VII. Aus der Gleichung 

T+ T.=~ [arctan kc + l (kc + Vi + k^ c^)] 
* gk 

läfst sich, weil alles Übrige bekannt ist, A; bestimmen; man hat 
also auch /it, weil (i = k^ g. 

Aufgabe 34. Dnter den in den Aufgaben 32 und 33 vor- 
ausgesetzten umständen fällt ein Körper aus der Höhe s^ auf eine 
Unterlage, die ihn, wegen vollkommener Elasticität, mit der Auf- 
treffgesch windigkeit wieder nach oben wirft. Er ersteigt in Folge 
dessen die Höhe ^2, fällt aus dieser wieder herab, wird abermals 
hinauf geworfen, ersteigt die Höhe % u. s. f. u. s. f. Man soll mit 
•Benutzung der Lösungen der genannten beiden Aufgaben die Höhen 
^2) ^3) * • * * ^n durch Sj^ ausdrücken und auch angeben, wie grofs 
dieselben sind, wenn s^ unendlich ist. 

Lösung. Setzt man 2g1(^ = x, so ergiebt sich 



So = —l 



1 ,26^''^ — 1 



'2 



% e***^ 



? 



1 , 3 e-'^ 

So ^== —l 



u. s. f., also 



X 2 e**^ 



1 ne^*i — (n — l) 



X (n — 1) ^'^ — (n — 2) 

Wenn die erste Höhe (s^) unendlich ist, so sind doch alle folgen- 
den endlich, nämlich 

1 



u. s. f.; allgemein 



So = — 12 i 

^ X 



Sji — V 



K n — 1 

Aufgabe 35. Ein Eisenbähnzug, welcher das Gewicht P 
besitzt, bewegt sich von einem Punkte Ä aus auf einer schiefen 
Ebene, die unter dem Winkel a gegen den Horizont geneigt ist. 
Er hat die Anfangsgeschwindigkeit c, und es wirkt die konstante 
Zugkraft Q in der Eichtung der Bewegung. Der gesammte Luft- 
widerstand ist Kv^'^ der Eeibungskoefficient f=tanß^ wobei ß 
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der Eeibungs Winkel. Für die Thalfahrt und für die Bergfahrt 
sollen ermittelt werden 

a) die Geschwindigkeit v des Zuges zur Zeit ^; 

h) der von ihm zu dieser Zeit durchlaufene, von Ä aus ge- 
zählte Weg 5; 

c) die beim Zurücklegen der Strecke s erlangte Geschwindig- 
keit v; 

d) die aus den erhaltenen Gleichungen sich ergebenden wich- 
tigsten Folgerungen, besonders auch diejenige Zugkraft, 
welche zur Herstellung einer gleichförmigen Bewegung 
nötig sein würde. 

Lösung. Ä. Die ThaU fahrt. 

Als Differentialgleichung der Bewegung ergiebt sich 

V dv gKlQ -^ P (sin a — fcosa) ^ 

^ di~~P\ K ^ 

Es müssen daher die folgenden drei Fälle unterschieden werden. 

I*^ Fall: Q + P{sina — fcosa)>0 

Sifl ß 

oder, weil f = tan 8 == ^ ist, 

cos ß 

cos ß 
was für cc"^ ß stets stattfindet und für cc <C ß dann, wenn 

cos ß 
ist. 

Zur Abkürzung sei hier und in allen folgenden Fällen 

gK 

femer, doch nur in diesem ersten Falle, 

^ -f- P (sin cc — fcos a) 

Dann liefert die Gleichung l) 



= 6^. 



^(b+ c) ^' — (b — c) e-**' 
V = - — - — ^^ 



(h + c) &^' + (& — c) e- 



hkt 



\ (b + c) &^' + (6 — c) c-^^' 
h 2b 
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und 

^ = yi,i — (p2 _ c2) e-2**. 

Man erkennt hieraus Folgendes: 

Die Zuggesch windigkeit v nähert sich der Grenze h^ wenn t 
ins Unendliche wächst. Ist c < 5, so wächst v von c bis h. Für 
c = b ' liegt gleichförmige Bewegung vor. Hierzu gehört die 
Zugkraft 

cos ß 

Dieselbe ist für €c^ß jedenfalls positiv, kann aber negativ werden, 
wenn cc';> ß ist. (Bremsen des Zuges.) 

Für c > & nimmt die Geschwindigkeit von c bis h ab. 

Ijter pall: Q + P {sin a—fcosa) = 

oder 

sm(^-a)^ 

mithin ß'> a. 

Hier giebt die Gleichung l): 

c 



und 



1 + cM 
s = -l{l + cU) 



V = C C~"**. 



In diesem zweiten Falle wird also die Geschwindigkeit des Zuges 
eine immer geringere und nähert sich mehr und mehr der Null, 
doch ohne letztere in endlicher Zeit zu erreichen. Der zurück- 
gelegte Weg wächst in^s Unendliche. 

III*«' Fall: Q + Fisina — f cos a) < 
oder 

cos ß 
daher jS > a und 

<; Psin(ß — a ) ^ 
cos ß 

Setzt man hier zur Abkürzung 

Q-\-P(sma-^fcosa) g 
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so folgt 

, c — h tan hkt 

h -\- c tan hkt 
was sieb mit Benntznng von 

c 

— = tan y 



eleganter in der Form 

V = b tan (y — bkt) 
geben läfst. 

Femer 



s = — l (cos bkt -f- ^ötn y sin bkt) 

K 



und 



Dies lebrt, dafs die Bewegung eine verzögerte ist und dafs der 
Zug stehen bleibt zu der Zeit 

t = z-r arctan -z- > 
bk b 

mithin nachdem er den Weg 

zurückgelegt hat. 

B, Die Bergfahrt. 

Für diese lautet die Differentialgleichung der Bewegung 

s dv gKi Q — P (sin a + /* cos a) g ] 

^ 'dt ~ T[ K ^ ' 

und es sind abermals drei Fälle zu unterscheiden. 
I*«' Fall: Q — P (sin ci + fcosa)>0 



oder 



cos p 



Wird hier zur Abkürzung 

('sin a A- f cos a) 



Q — P ('5m cc -{- fcos a) ^^ 



K 

gesetzt, so folgen für v und s wieder die beim ersten Falle der 
Thalfahrt gefundenen Gleichungen, in denen nur b jetzt eine andere 

Fuhrmaun, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 3 
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Bedeutung hat. Für c = 6 ist die Bewegung gleichförmig; es 
gehört hierzu die Zugkraft 

cos ß 
II*«' Fall: Q — P(sincc + f cos a) = 
oder 

^ cosß 

Es ergeben sich die bei A II. gefundenen Gleichungen, nebst den 
aus ihnen gezogenen Folgerungen. 

III*«' Fall: Q — P (sin a + f cos a) <0 

oder 

cos ß 



Bei Benutzung der Abkürzung 

4- f nns a) 



Q — P (sin a -^ fcos a) ^g 



K 

gelangt man zu den unter A III. entwickelten Formeln, mithin 
auch zu denselben Schlüssen. 

D. Gegeben eine Beziehung zwischfen der Geschwin- 
digkeit V und der Zeit t. 

Aufgabe 36. Ein materieller Punkt bewegt sich geradlinig 
in solcher Weise, dafs seine Geschwindigkeit v immer proportional 

der n^^ Potenz der verflossenen Zeit ist, wobei w ^ — 1 voraus- 
gesetzt wird. Zur Zeit Null hat er bereits den Weg a hinter 
sich; für die Einheit der Zeit ist die Geschwindigkeit gleich Je, 

Nach welchem Gesetze ist die auf den Punkt wirkende be- 
schleunigende Kraft Q veränderlich, und wie grofs ist der in der 
Zeit t durchlaufene Weg 5? 

Lösung. Das für die Veränderlichkeit der Kraft geltende 
Gesetz lautet 

Der in der Zeit t zurückgelegte Weg ist 

h 

s = a H j— - r+^ • 

w + 1 
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Für 7c = g und w = 1 ist die Bewegung der bekannte Fall im 
luftleeren Räume. (Vergl. Aufg. 3.) 

Aufgabe 37. Von einem festen Centrum C wird ein beweg- 
licher materieller Punkt P angezogen. Er bewegt sich in einem 
widerstehenden Mittel, hat zur Zeit Null den Abstand a von C 
und zur Zeit t die Geschwindigkeit 

in welchem Ausdrucke a und a bekannte Eonstanten sind. Man soll 
bestimmen 

I. den zur Zeit t vorliegenden Abstand y vom Centrum (7; 
II. die beschleunigende Kraft Q (incl. Widerstand) als Funktion 
von ti 
III. ob die Bewegung identisch ist mit einer solchen, bei 
welcher die Anziehung proportional dem Centrumabstande 
.erfolgt und das Mittel der Geschwindigkeit v proportional 
widersteht. 

Lösung. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich 

f/==ae-'''(l + at) 
und 

Q = aa^e-"*(1 — at). 

Da die letztere Gleichung sich auf die Form 

Q = €?y — ^av 

bringen läfst, so erkennt man, dafs die Bewegung in der That eine 
von den in der Aufgabe unter IH. genannten ist und zwar die- 
jenige, bei welcher t? die Beschleunigimg der Anziehung für die 
Einheit des Centrumabstandes und 2 a der Widerstand des Mittele 
fllr die Einheit der Geschwindigkeit. 



Aufgabe 38. In einem widerstehenden Mittel hat ein materieller 
Punkt eine Bewegung, bei der er zur Erlangung der Geschwindig- 
keit V immer die Zeit 



t 



Ä \V CJ 



braucht, in welchem Ausdrucke c die Geschwindigkeit f ür # = 
und h derjenige Widerstand, den das Mittel entgegensetzt, wenn 
t; = 1 ist. Welcher Art ist die die Bewegung erzeugende be- 
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schleunigende Kraft Q, d. h. wie läfst sie sich als Fuitktion der 
Geschwindigkeit v darstellen? 

Lösung. Es wirkt auf den Punkt nur ein dem Quadrate 
der Geschwindigkeit v proportionaler Widerstand {Q=- — kv^). 

Aufgabe 39. Eine auf einen materiellen Punkt wirkende be- 
schleunigende Kraft Q ruft eine Bewegung desselben hervor, bei 
welcher immer die Zeit 

2ah 1 — av 

zur Erwerbung der Geschwindigkeit v notwendig ist. 

In welcher Weise hängt Q erstens von t und zweitens von «; ab? 
Lösung. 



und 






Aus der letzten Gleichung ersieht man, dafs die Bewegung 
durch eine konstante beschleunigende Kraft h erzeugt werden kann, 
in einem Mittel, welches dem Quadrate der Geschwindigkeit pro- 
portional widersteht und für die Einheit derselben den' Widerstand 
a^b leistet. 

E. Gegeben eine Beziehung zwischen der Geschwindig- 
keit V und dem zurückgelegten Wege s. 

Aufgabe 40. Ein materieller Punkt bewegt sich derartig, dafs 
seine Geschwindigkeit v immer aus einem konstanten Teile c und 
aus einem veränderlichen besteht, welcher das A;-fache des zurück- 
gelegten Weges s ist, wobei Je eine gegebene Konstante bedeutet. 
♦ Zur Zeit Null ist noch kein Weg durchlaufen. 

Nach welchem Gesetze ist die die Bewegung hervorbringende 
beschleunigende Kraft Q veränderlich? Wie viel Zeit wird zum 
Zurücklegen des Weges s gebraucht? In welcher Weise hängen v 
und s von t ab? 

Lösung. Es ergeben sich die Gleichungen 

§ = Ä;(c -f- ks) s= kv =: ck^\ 

1 c-j- Äs 

k c 
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c (e*' — 1) 
. ^ ' 

welche sehr einfache Gesetze aussprechen. 

Aufgabe 41. Das feste Centrum Ä zieht einen beweglichen 
Punkt P so an, dafs in jedem Abstände y die Geschwindigkeit v 
immer ausgedrückt ist durch die Gleichung 



. = )/- 



1) {a + h)^' 



in welcher a, h und c bekannte Konstanten sind. Man soll berechnen 
I. in welcher Art die beschleunigende Kraft Q von y abhängt; 
II. wie sie sich zu derjenigen verhält, welche erzeugt werden 
würde, wenn eine materielle, von Ä aus im Sinne der Be- 
wegung sich erstreckende Gerade J. 5 (Querschnitt q, Länge &, 
Dichtigkeit s) nach dem Newton^schen Gesetze anziehend 
auf den Punkt P wirkte. 
Lösung. Die beschleunigende Kraft hängt durch die Gleichung 



mit dem Abstände y zusammen. Die Bewegung erfolgt mithin 
gerade so, als ob eihe solche in 11. genannte Gerade anzöge und 
zwar eine, bei welcher das Produkt kbqs (also km) den Wert c 
hat. (Aufg. 137 des I. Teiles.) 

Aufgabe 42. Im Abstände ij von einem festen anziehenden 
Mittelpunkte C hat ein Körper, der die Masse 1 besitzt und als 
Punkt (P) aufgefafst werden darf, die Geschwindigkeit 






wobei Ä, a, b gegebene konstante Gröfsen sind. Zu berechnen ist 
I. wie sich die hierbei wirkende beschleunigende Kraft Q 

durch y ausdrücken läfst; 
II. in welchem Zusammenhange die vorliegende Bewegung 
mit derjenigen steht, welche eintritt, wenn auf den be- 
weglichen Punkt eine materielle Kreislinie, deren Ebene 
senkrecht zu PC liegt, nach dem Newton'schen Gesetze 
anziehend wirkt und zwar so, dafs C ihr Mittelpunkt, a ihr 
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Radius, q ihr Querschnitt, e ihre Dichtigkeit und h der Ab- 
stand ihrer Peripherie von derjenigen Stelle, an welcher P 
anfänglich in Buhe ist. 

Lösung. Da, wie sich sehr leicht ergiebt, 

ist, so erfolgt die Bewegung ganz so, wie sie vor sich gehen 
würde, wenn nur die Anziehung der in der Aufgabe bezeichneten 
Kreislinie thätig wäre und das Produkt 2nakqB (vergl. Teil I, 
Nr. 139] den Wert A hätte. 

Aufgabe 43. Nach welchem Gesetze mufs eine an unver- 
änderlicher Stelle C ihren Sitz habende Anziehung Q wirken, wenn 
ein derselben unterliegender materieller Punkt P, der sich anfäng- 
lich im Abstände c in Ruhe befand, in jeder Entfernung y die Ge- 
schwindigkeit 

V = Kyy^-j^ ^ y ^l j^ c 

(K, a, h konstant) besitzen soll? 

Kann die Bewegung erzeugt werden durch eine nach dem 
Newton^schen Gesetze anziehende Kreisfläche, deren Ebene senk- 
recht zu PC liegt, deren Mittelpunkt C, deren Radius a, deren 
Dicke ^, deren Dichtigkeit s ist und deren Peripherie anfänglich 
um h von P absteht? 

Lösung. Man findet 






Die Bewegung kann mithin durch die genannte Kreisfläche 
erzengt werden, wenn (vergl. Teil I, Aufg. 149) für letztere 
27ckde==^E^ ist. 

Aufgabe 44. Ein materieller Punkt bewegt sich so, dafs 
der von ihm zurückgelegte Weg s immer durch die Gleichung 

1 fe + ac^ 



2a " h'{'av^ 

von der Geschwindigkeit v, ihrem Anfangswerte c und zwei Kon- 
stanten a und h abhängt. 
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Man soll berechnen, welcher Art die beschleunigende (ver- 
zögernde) Kraft Q ist, die diese Bewegung hervorruft. 

Lösung. .Es wirkt ein dem Quadrate der Geschwindigkeit 
V proportionaler Widerstand av^ und, ebenfalls verzögernd, eine 
konstante Kraft b] man findet nämlich leicht, dafs 

Q = — b — av^ 

ist. 

Aufgabe 45. Bei der Bewegung eines gewissen Punktes ist 
der durchlaufene Weg s immer der w*®*^ Potenz der Geschwindig- 
keit V proportional. Zur Erlangung der Einheit von v wird die 
Strecke h zurückgelegt. Anfänglich (um die Zeit Null) herrscht 
die Geschwindigkeit c. Wie grofs ist dieselbe nach Verflufs der 
Zeit t? Welcher Art ist die beschleunigende Kraft Q? Wie hängt 
die Bewegung mit der in Aufgabe 3 untersuchten zusammen? 

Lösung. Für w ^ 1 ist 



^-G'-^+^O"- 



und 



für n = 1 hingegen 

t 

und 

t 
CT V 

^ h Je 

also sind in diesem letzteren Falle v und Q nach geometrischer 
Progression wachsend. 

Für n = 2 und Je = -r— geht die Bewegung in den unter 

Nr. 3 behandelten Wurf über. 

Aufgabe 46. In welcher Weise hängt die die Bewegung eines 
Körpers (Punkt von der Masse l) hervorrufende beschleunigende 
Kraft Q von der Geschwindigkeit v und vom Wege s ab, wenn 
letzterer immer durch die Gleichung 

ausgedrückt ist, in welcher a und c Konstanten sind? 
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Kann diese Bewegung erzeugt werden durch eine nach einer 
Seite hin ins Unendliche verlaufende materielle Gerade, die den 
konstanten Querschnitt q^ die unveränderliche Dichtigkeit £ besitzt, 
nach dem Newton'schen Gesetze anzieht und in deren Eichtung^ 
aufserhalb ihrer Masse, der bewegliche Punkt liegt, ursprünglich 
im Abstände a vom Anfange der Linie sich in Ruhe befindend? 

Lösung. Die beschleunigende Kraft ist 



e» 



e = - e^^ = - 
a a 



Aus der letzten Form erkennt man, dafs die genannte Gerade 
die vorliegende Bewegung veranlafst, wenn (siehe Teil I, Nr. 137) 
das Produkt kqs den Wert c hat. 



F. Gegeben eine Beziehung zwischen dem zurück- 
gelegten Wege s und der verflossenen Zeit t. 

Aufgabe 47. Der in der Zeit t zurückgelegte Weg s, ist bei 
einer gewissen Bewegung gleich a -j- ht -{- ^ cfi^ wobei a, h und c 
konstant sind. Wie grofs ist die Geschwindigkeit v und welcher 
Art die beschleunigende Kraft Q? 

Lösung. V = h -^ ct*^ Q '= c. Beide Resultate lassen sich 
leicht in Worte fassen. 

Aufgabe 48. Es soll berechnet werden, welche Geschwindig- 
keit V ein Körper zur Zeit t besitzt, wie sich die beschleunigende 
Kraft Q als Funktion der Zeit und wie sie sich als solche der 
Geschwindigkeit und der Zeit herausstellt^ wenn der durchlaufene 
Weg 5 immer den Wert 



hat. 

Lösung. 
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Die Bewegung wird also erzeugt, wenn eine dem Quadrate 
der Zeit proportionale beschleunigende Kraft wirkt, die für die 
Einheit von t gleich a ist; aufserdem aber ein der Geschwindigkeit 
proportionaler Widerstand, welcher für v == 1 die Stärke h hat. 

Aufgabe 49. In einem widerstehenden Mittel bewegt sich 
nach einem festen anziehenden Centrum C ein materieller Punkt 
derartig, dafs der Abstand zur Zeit t immer durch 

y = -^ e-*' [(a + 6) e«' + (a — b) e-^] 

ausgedrückt wird, wobei a, h und c Konstanten sind. 

Wie grofs ist die beschleunigende Kraft Q um diese-. Zeit? 
Entsteht die Bewegung vielleicht dann, wenn die Anziehung dem 
Centrumabstande y proportional erfolgt und der Mittel widerstand 
sich in demselben Verhältnisse vermehrt, in welchem die Geschwin- 
digkeit V zunimmt? 

Lösung. Zunächst ergiebt sich 



und 



Z Ol 



§ = -^ (fe2 - a^) e-^t [-(^ _ j) ^at 4- (a + 6) e-«'J. 



Da sich letzteres auf die Form 

ö = (&^ — a^)2/— 2&t;" 

bringen läfst, so mufs die in der Aufgabe gestellte zweite Frage 
mit der Bemerkung bejaht werden, dafs &^ — c? die für y = \ 
vorliegende Beschleunigung der Anziehung und 2& die Stärke des 
Widerstandes für die Einheit der Geschwindigkeit ist. 



Aufgabe 50. Ein materieller Punkt, der sich in einem nicht 
widerstehenden Mittel bewegt, befindet sich zur Zeit Null in der 
Entfernung h von einem festen Centrum C und wird durch dieses 
so abgestofsen, dafs er zur Erlangung des Abstandes x von dem- 
selben immer die Zeit 

h 



t = ^Vx 






braucht, in welchem Ausdrucke Tc eine bekannte Konstante ist. Be- 
rechnet soll werden, welche Geschwindigkeit v der Punkt zur Zeit t 
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besitzt, welche im Abstände o?, welcher Art die Abstofsung ist und 
was die Eonstante Tc bedeutet. 
Lösung. 



. _ ^' ^ 



und 



h ^54 + ^2^' 






Ferner 



Ö = 



h' X 



x^ 



Die Abstofsung erfolgt also umgekehrt proportional der dritten 
Potenz der Entfernung. Für die Einheit der Letzteren ist 1c^ ihre 
Intensität. 

G. Gegeben eine Beziehung zwischen der beschleunigen- 
den Kraft Qy der Geschwindigkeit v und der Zeit t, oder 
zwischen Q, .v und dem zurückgelegten Wege s. 

Aufgabe 51. Die auf einen Körper (Punkt von der Masse l) 
wirkende beschleunigende Kraft ist dem Quadrate der Zeit t pro- 
portional und hat für ^ = 1 die Litensität a. Der Mittelwiderstand 
wächst in demselben Verhältnisse, in welchem die Geschwindigkeit 
V zunimmt und ist für die Einheit derselben gleich &. Anfangs- 
geschwindigkeit liegt nicht vor. Wie grofs sind v und s zur Zeit fi 
Auf welche Weise hängt s von v und ^ ab? 

Lösung. Mit Beachtung des Umstandes, dafs eine DiflFerential- 
gleichung von der allgemeinen Form 

|^ + r. + r„ = o, 

in welcher T und Tq Funktionen von t allein sind, die Integral- 
gleichung 

V = e-/^*^' (Gonst — f T^e^^^' dt) • 
liefert, erhält man leicht 
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welche Ausdrücke mit t fortwährend wachsen. 

Aufgabe 52. Ein materieller Punkt P (Masse 1) wird von 
einem festen Centrum C proportional der Entfernung derartig an- 
gezogen, dafs für die Einheit der letzteren die Anziehung den 
Wert a besitzt. Er bewegt sich in einem Mittel, dessen Wider- 
stand dem Quadrate der Geschwindigkeit v proportional ist und 
f ür t; = 1 die Intensität h hat. Anfänglich befindet sich der an- 
gezogene Punkt in dem Abstände AC = c in Euhe. Man soll 
berechnen 

I. wie grofs die Geschwindigkeit v ist, wenn sich der Punkt 
P in dem allgemeinen Abstände PC = x von dem festen 
Centrum C befindet; 
II. mit welcher Geschwindigkeit Vy^ der Punkt in C eintrifft; 
III. ob das unter I Gefundene auf die erste Gleichung der 
Lösung der Aufgabe 15 zurückkommt, wenn der Mittel- 
widerstand verschwindet. 

■ 

Lösung. Die Geschwindigkeit in dem allgemeinen Abstände x ist 



o4er 

2) *"=■ "T V^a[(2bx-\- 1) — (2ftc + l)e*»(*-«)}; 

für das Centrutn C hat sie den Wert 



oder auch 



l-l/TT, 26C+11 



"i^'^y^^^''-^^''-'^)- 



Verschwindet der Mittel widerstand, so ist & = o; hierfür geben die 
Gleichungen 1) und 2) zunächst 









also Unbestimmtes. Durch Anwendung der für solche Fälle gelten- 
den Regeln kommt inan aber schnell auf 
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was mit der Lösung der Aufgabe 15 übereinstimmt. 

Aufgabe 53. Durch das Centrum einer Vollkugel ist eine 
sehr dünne geradlinige Bohrung geführt. In derselben bewegt sich 
von der Oberfläche aus, ohne Anfangsgeschwindigkeit, ein mate- 
rieller Punkt, welcher nur der (nach dem Newton'schen Gesetze 
erfolgenden) Eugelanziehung und einem Mittel widerstände unter- 
liegt, der der Geschwindigkeit v proportional ist und für die Ein- 
heit der letzteren die Intensität n hat. 

Man soll, sowohl für bedeutende, als auch für geringe Wider- 
stände, berechnen, in welcher Entfernung y vom Centrum der Punkt 
sich zur Zeit t befindet und wie grofs zu dieser Zeit seine Ge- 
schwindigkeit V ist. Femer soll man ausführlich ermitteln, welcher 
Art für grofse und welcher Art für kleine Widerstände die ein- 
tretende Bewegung sein mufs. 

Lösung. Die Differentialgleichung 

Q = K(a — s) — nv, 

in welcher a der Kugelradius, a — s = y der Centrumabstand und 
K für die Einheit des letzteren die Intensität der Anziehung (Teil I, 
Lösung der Aufgabe 149), bildet hier den Ausgangspunkt der 
Rechnung. Bringt man sie auf die Form 

1) «/" -f ny' -j- iT«/ = 0, 

so findet man leicht^ dafs 

y^ = e^i' und «/g = ^* 
zwei partikuläre Integrale sind, wobei 

>. — y + ZW^ 

und 

n 



^^"" ¥ 



/©■- 



Das allgemeine Integral ist daher 

2) y = Cie^'+Cge^'. 

Setzt man zur Abkürzung 
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so wird 

Ai = — a + /5, 

Nun mufs unterschieden werden, ob I., X^ und Ag reell und ver- 
schieden, oder ob sie II., reell und gleich, oder ob sie IIL, ima- 
ginär sind. 

jter pall. Wenn der Mittelwiderstand so beschaflfen ist, dafs 

(|-) > K, also 

w>2Ä, 

so sind A^ und Xg reell, aber verschieden. 
Dann findet man zunächst 

• hieraus aber 

V = e-«' [(a — ß) C^eß' + {cc + ß) C^e-^'Y, ^ 
also wenn die Konstanten C^ und C^ bestimmt werden, 

y = -^ e-<" {(a + f) e?' - {« - |S)€-/''} 

oder, anders geschrieben, 



y 



und 



V 



a [of-j-j5 a — ß 

^ ~2ß \ 'e(«-/^)^ e(' 

«' — jS' 






oder auch 



V = a 



2ß 
cc^-- ß^ ( 1 



ae-^' {e^* — e-^'} 



Q{a-ß)t ^{fl-\-(i)i 



2ß 

II*«' Fall. Für 

n = 2k 

liegen reelle, aber gleiche l^ und Xg vor. Die Gleichung 2) giebt 
dann nicht unmittelbar das allgemeine Integral von 1), sondern 
nur ein partikuläres. Setzt man jedoch 

X2 — Xi = S^ also ^2 = Aj^ -|- ^, 

führt dies in 2) ein und läfst schliefslich d zu Null werden, so 
ergiebt sich zunächst 

y = e^' (St + B.t); . 
hieraus 

V = e-"' [{aßt — B^) + aB^t]; 
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nach Ermittelnng der Konstanten B^ und B^ aber 

y = ae-«'(l + at) 
und 

jjjter palL Ist endlich der Widerstand des Mittels so gering, dafs 

so hat man 

^1 = — a + i/3, 

Ag = — a — iß. 

Dann liefert die Gleichung 2) 

y= [Ä^cos ßt -{- A^sin ßt]e~^*^' 
woraus 

V = { {aA^ — ßA^ cos ßt + («^^2 + ßA^ sin ßt] 6-«' 
folgt. Nach Bestimmung von A^ und A2 ergiebt sich schliefslich • 

y = ~(ccsinßt + ßcos ßt)e-^*, 
ß 

c? + ß^ 
V = a — ^-^ c-«* sin ßt. 

r 

Die Natur der Bewegung anlangend lehren die gefundeneu 
Gleichungen Folgendes: 

r^'Fall. Der Centrumabstand y wird zwar immer kleiner, 
doch erst nach unendlich l^ger Zeit zu Null, nie aber negativ. 
Schwingungen um den Kugelmittelpunkt finden also nicht statt, 
während dies bekanntlich der Fall ist; wenn kein Mittelwiderstand 
vorliegt. (Man vergleiche die Lösung der Aufgabe 15.) 

Die Geschwindigkeit v wächst anfänglich und zwar bis sie den 
Maximalwert 

„2_^2 /cc — ß 



v„u.c — a 2^ 



/a--£\^ ll/ ^ + ß _ l/ « — P I 
\a + ßJ \y a — ß Y « + /5J 



erreicht hat, was zu der Zeit 

2ß a — ß 

geschieht; nachher nimmt sie immer ab, doch tritt vollständige 
Ruhe, erst für ^ = 00 ein. 

Ilter Fall. Auch hier wird der Centrumabstand immer geringer, 
doch erst nach unendlich langer Zeit zu Null. Die Geschwindig- 
keit wächst, bis sie den Wert 
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aa 



^max 

e 

erlangt hat, was für ^ = — eintritt: hierauf wird sie immer kleiner, 

a 

verschwindet in endlicher Zeit aber nie vollkommen. 

Es ist daher auch in diesem ' zweiten Falle die Bewegung 
keine schwingende, geht vielmehr nur bis zum Kugelmittelpunkte. 

Illter pall. Hier liegen Schwingungen vor und zwar solche, 
deren Weiten nach einer geometrischen Progression abnehmen. Die 
für y gefundene Gleichung giebt nämlich 

an 2a7t Zan 

y == a, — ae /* , + ae /* , — ae /*,•••• 
für bezüglich 

7t 27t 37t 

'==^' T T' T' 

Da, wie man hieraus sieht, diese immer kleiner werdenden Schwin- 
gungen in gleichen Zeiten (isochron) vor sich gehen, so wird die 
Geschwindigkeit stets geringer. Dies lehrt übrigens auch die für 
V entwickelte Gleichung. 



Capitel II. 



Aufgaben aber die kmmmlinige Bewegung eines 

freien Punktes. 

Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewendeten. 
Wenn auf einen Punkt von der Masse m, welcher bezogen auf 
ein rechtwinkliges System die Koordinaten a;, y und hat, be- 
liebig viele Exäffce wirken, die sich zu einer Eesultante B oder 
zu drei Komponenten X, T und Zy im Sinne der x, y und z^ zu- 
sammensetzen lassen, so gilt bekanntlich Folgendes: 

Die sogenannten Achsengeschwindigkeiten, d. h. die Geschwin- 
digkeiten des Punktes in den Bichtungen der drei Koordinaten- 
achsen, sind 

. dx 

^) ;^=^' 

") "^ = -dt' 

TTT\ dz 

■in) ., = -. 

Hierbei ist dt, das Differential der Zeit, immer positiv; Vx^ Vy und 
Vz sind es so lange, als die Koordinaten ^, y und z wachsen. 
Aus I) bis III) folgt auch die Bahngeschwindigkeit v, weil 



2 

z 



IV) V =yvj + v/ + V. 
sein mufs. 

Für die im Sinne der drei Koordinatenachsen wirkenden Kom- 
ponenten der Kraft B hat man 

^^ ^ d^x dvx . dvx 

V) X^m-^=^m-=mv.—, 

VI) Y=m -2 = m-f = mvy-^' 



dt^ dt ^ dy 

. d^z dvz dvz 

VII) Z = m-, = m-=^mvz- 
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Die Besultante selbst ist ihrer Gröfse nach bestimmt durch 



VIII) B = ]/z2 J^Y^ + Z^ 

und ihrer Richtung nach durch 

IX) cos(B,X)==^^ 

X) cos (i?, r) = |, 

XI) cos {R,Z)=—' - 

Zerlegt man B, anstatt in drei Seitenkräfte X, T, Z, in eine zur 
Bahn tangentiale Komponente T und in eine normale N, so gilt 
für diese 



XII) T = m -— = m —-:: = wv 



und 



2 



XIII) JV^=m— 7 

wobei 

XIV) ._|2 

SO lange positiv, als s wächst und wobei ferner q der Krüm- 
mungshalbmesser der Bahn. 

Von Nutzen ist noch folgende Bemerkung: 

Aus V) bis VII) • folgt (für w = 1) 



dt dt 



^^^ dtdt^^^ dtd?~^\rTt^^ dt^^ dt) 



^i(s)'+(sy+§)r 



Xdx+ Ydy + Zd z 

dt ~ dt ' 

XV) dv^ = 2 {Xdx + Tdy + Zö(4 

Sind nun X", F, Z die partiellen Diflferentialquotienten einer Funk- 
tion F (x, «/, z) — der sogenannten Kräftefunktion — so hat 

man weiter 

dv^ = 2 dF(x,y,z), 

v^ = 2 F (x, y, z) + Const 

F uhr manu, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 4 
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und, wenn man weifs, dafs der Punkt an der Stelle a, b, c die 
Oeschwindigkeit k besitzt, 

XVI) v^ — k^ = 2F(x,y,0) — 2F (a, h, c). 

Dies ist bekanntlich die Gleichung der lebendigen Kraft 
für einen freien materiellen Punkt und leicht in Worte zu fassen. 



Die vorstehenden Gleichungen reichen aus zur Lösung der 
Aufgaben des zweiten Kapitels, in denen übrigens, wie früher, 
immer m = 1 vorausgesetzt ist, wenn nicht das Gegenteil 
gesagt wird. 

Wie die Integrationskonstanten zu bestimmen sind, und wie 
sich die Rechnung vereinfacht, wenn die Bewegung nicht im Räume, 
sondern in der Ebene erfolgt, ist selbstverständlich. 



I. Krummlinige Bewegungen in der Ebene. 

A. Vorgeschrieben die Art der Bahn, in welcher sich 
der Punkt bewegen soll, oder die Geschwindigkeiten 

desselben, oder beides. 

a) Bewegungen ohne Widerstand. 

Aufgabe 54. Von der Stelle Ä aus (Fig. 6) wird ein Punkt 
horizontal mit der Geschwindigkeit c fortgeworfen. Auf ihn wirkt 

nichts weiter als eine zunächst unbekannte 
Kraft Y vertikal nach oben (bn Sinne der 
positiven y). Man soll berechnen 

I. wie dieselbe, beschaffen sein mufs, wenn 
sich der Punkt in der Hyperbel 



Fig. 6. 







X 

a 



2 



2 



= 1 



aufwärts bewegen soll; 
II. welche Achsengeschwindigkeiten Vx, v,j und welche Bahn- 
geschwindigkeit V an »jeder Stelle xy herrschen. 

Lösung. Die Gleichung VI) der vorstehenden Zusammen- 
stellung liefert 
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Y = 



2 



3' 



oder das gleichwertige 

c? y^ 

Es mufs also die Kraft Y der dritten Potenz des Abstandes y vom 
Horizonte Oh umgekehi*t proportional sein und für «/ = 1 die In- 

tensität —ir- besitzen. 

In horizontaler Richtung ist die Geschwindigkeii konstant, 

nämlich 

Vx = c; 
in vertikaler ist sie 





der 
V = 


^1/ 
Bahn 


6c 


X 




a 


y 


h' 


ar y 




in 


« V«« 


+ 


x^ 

c 
a 






a^ + D» 


Vk'y' 

y 


h^ 








+ aS 



wobei Ä die lineare Excentricität der Hyperbel bezeichnet. 

Aufgabe 55. "Welcher Art mufs die Kraft Y sein, welche 
Bahngeschwindigkeit v hat der Punkt und wie viel Zeit t braucht 
er, um bis an die Stelle xy zu kommen, wenn das Aufsteigen in 
der Kettenlinie 



Ic f ~ — — \ 



erfolgen soll, übrigens aber die Verhältnisse so sind, wie in der 
vorigen Aufgabe? 

Lösung. Die Kraft Y mufs der erstiegenen Höhe y pro- 
portional sein und für ?/ = 1 die Intensität \~r) haben. Die 
Bahngeschwindigkeit wächst ebenfalls in demselben Verhältnisse, 

wie die Höhe und ist für die Einheit der letzteren gleich -z~' An die 

h 

. X 

Stelle xy kommt der Punkt nach Verlauf der Zeit --» was man 

c 

auch ohne Rechnung erkennt. • 

4* 
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Fig 7. 



Aufgabe 56. Mit der Anfangsgeschwindigkeit c und unter 
dem Winkel y gegen die o;- Achse (Fig. 7) wird ein Punkt vom 

Koordinatenanfange aus fortgeworfen. Es 
wirkt auf ihn nichts weiter als eine Kraft 
Y im Sinne der positiven Ordinaten. 

Wie mufs dieselbe beschaffen sein, 
wenn die Bewegung in der vorgeschrie- 
benen Kurve 

y = f{x) 

erfolgen soll? Wie grofs ist die Bahn- 
geschwindigkeit V und welche Zeit t ist nötig zur En*eichung der 
Stelle ict/? 

Lösung. Man findet leicht 

Y=-c^cos^yf {x), 




wobei f (x) 
Ferner 

endlich 



dh)^ 



v = ecosyyi + [f{x)y] 






X 



c cos y 

welches letztere den auch ohne Rechnung einleuchtenden Satz aus- 
spricht, dafs der Punkt sich in horizontaler Richtung gleich- 
förmig bewegt, wie auch die Bahn und die Kraft Y beschaflfen 
sein mögen. 

Aufgabe 57. Die Bewegung eines Punktes erfolgt derartig, 
dafs die auf ein rechtwinkliges System bezogenen Koordinaten 
seines Ortes zu jeder Zeit t die Werte 

a; = 4 (e«' — «-«'), 

haben, in welchen Ausdrücken A^ B, u und ß bekannte Kon- 
stanten sind. 

Welche im Sinne der positiven x und y wirkenden Kräfte X 
und Y rufen diese Bewegung hervor? 

Lösung. Die Kräfte müssen der Abscisse, bezüglich der 
Ordinate, proportional sein und für die Einheiten dieser Strecken 
die Intensitäten a^, bezüglich /3^, besitzen. {X=ci^x, Y ^= ß^y.) 
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Aufgabe 58. Es soll sich ein materieller Punkt auf der 

logarithmischen Spirale 

r = a^ 

bewegen, und zwar infolge einer nach dem asymptotischen Cen- 

trum gerichteten Anziehung JK. 

In welcher Weise mufs dieselbe von der Entfernung r abhängen, 
und mit welcher Bahngeschwindigkeit v bewegt sich der Punkt? 

Lösung. Die Benutzung der Gleichungen XII) und XIII) 
der vorstehenden „Zusammenstellung" führt hier zu den Resultaten 

und 

r 

in welchen h denjenigen Leitstrahl bedeutet, für den die Ge- 
schwindigkeit der Einheit gleich ist. 

Die Anziehung mufs' also der dritten Potenz der Entfernung 
umgekehrt proportional sein. Die Bahngeschwindigkeit nimmt in 
demselben Verhältnisse zu, in welchem die Radieuvektoren kleiner 
werden. 

Aufgabe 59. Von der Stelle A aus (Fig. 8) wird zur Zeit 
Null unter dem Winkel a ein Punkt mit der Anfangsgeschwindig- 
keit c geworfen. Er bewegt sich in 
Folge einer nach dem festen Koordi- 
natenanfange gerichteten Anziehung 
derartig, dafs seine Achsengeschwindig- 
keiten zu jeder Zeit t die Werte 

t;^ = c cos (X cos Jet — alc sin ht^ 

Vy = c sin a cos Jet 

haben. Man soll diese Bewegung unter- 
suchen, nämlich ermitteln, wo sich der Punkt zur Zeit t befindet, 
in was für einer Bahn er läuft und wie die Anziehung beschaffen ist. 
Lösung. Für die Abscisse des Ortes findet man 



Fig. 8. 




X 



c cos a 



sin Ict '\' a cos kt]. 



für die Ordinate 



c sin cc , . , 
y = — - — sm kt. 
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Hieraus folgt zunächst, dafs die Bahn eine Kegelschnittslinie 
sein mufs. Untersucht man ihre Gleichung 

{(?sin^ct)x^ + ((?co^a + a^h^)y^ — (c^sin2a)xi/ — o?c^sin?a = 

nach den bekannten Begeln der analytischen Geometrie, so ergiebt 
sich, dafs die Kurve eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt im Ko- 
ordinatenanfange liegt und deren grofse Achse mit OA einen 

durch die Gleichung 

c^sin2cc 
tan2 ß = -ö _ j — 272 

bestimmten Winkel ß einschliefst. 

Ferner findet man für die im Sinne der positiven x wirkende 
Komponente der beschleunigenden Kraft R: 

-A. = — fC X j 

für die nach Richtung der positiven y thätige: 

Daher ist die Anziehung nach dem Centrum 0: 

R = k^r, 

also dem Abstände proportional und für die Einheit desselben 
gleich Jc^, 

Aufgabe 60. Die Achsengeschwindigkeiten eines Punktes 
haben an jeder Stelle xy der Bahn die Werte 



— 23 

ax^ . 



in welchen A, B, a und ß bekannte positive Konstanten sind. 
Die Bewegung hat zur Zeit Null im Koordinatenanfange begonnen. 

Welcher Art sind die Kräfte X und Y? Wo befindet sich 
der Punkt zur Zeit t'i In was für einer Linie läuft er? 

Lösung. Die wirkenden Kräfte ergeben sich zu 

X='^ax{A + ax^Y und Y = Sßy {B + ßy^^^-^ 
die Koordinaten des Ortes sind 

AV^t , BVBt 

X = . - und y = ^ 



Yl — A^al^ l/l — B^ßt^ 

Die Bahn hat die Gleichung 

bYbx 



y = 



YA^ +{A^a — B^ ß) x' 
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b) Bewegungen mit Widerstand. 

Aufgabe 61. Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system kommt einem sich bewegenden Punkte die Bahngleichung 

ff + ^^ 9 1 (^ 



ah Jc^ a — kx 

zu, in welcher a, &, ife, g bekannt und unveränderlich sind. Er hat 
seinen Lauf zur Zeit Null im Koordinatenanfange begonnen und 
besitzt zu jeder Zeit t im Sinne der positiven x die Geschwindigkeit 

Es sollen die Koordinaten x und y des Ortes als Funktionen 
von t berechnet werden; desgleichen die Geschwindigkeiten Vy und v. 
Ferner soll man die Natur der diese Bewegung erzeugenden Kräfte 
X und Y ermitteln; endlich auch untersuchen, wie eine vertikal 
nach unten (im Sinne der negativen y) gerichtete Kraft und ein 
nach der Bahntangeiite wirkender Widerstand beschaffen sein 
müfsten, um Dasselbe hervorzubringen. 

Lösung. Zur Zeit t befindet sich der Punkt an der Stelle 

und hat die Geschwindigkeiten 

1 

^y = -^- [(ff + ^^) e~*' — ff] ' 

V = A y^H^ e-2H + [(^ ^ 2,^j g-a _ gY . 

Die im Sinne der positiven Koordinaten vorhandenen Kräfte sind 

X = — aJce~~^* = — Icvx = — kv cos r, 

Y = — (^ + hk) c~*' = — kvy — ff = — kv sin v — g. 

Soll die Bewegung erzeugt werden durch die Wirkung einer in der 
Richtung der negativen y thätigen Kraft und durch die eines Wider- 
standes, so mufs erstere gleich g sein, letzterer aber gleich kv^ also 
der Geschwindigkeit proportional. (Wurf im widerstehenden Mittel.) 

Aufgabe 62. In einem Mittel, welches proportional dem Qua- 
drate der Bahngeschwindigkeit v derartig widersteht, dafs für t; = 1 
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der Widerstand den Wert h besitzt, soll sich ein materieller Funkt 
auf der logarithmischen Spirale 

r = ae® 

in Folge einer Anziehung R bewegen, welche nach dem asympto- 
tischen Funkte gerichtet ist. Im Abstände a von demselben soll — 
und zwar nach innen — die Geschwindigkeit c herrschen. Man 
verlangt zu wissen 

I. in welcher Weise diese Anziehung B von der Entfernung r 

des anziehenden Centrums abhängt; 
II. mit welcher Geschwindigkeit v der Funkt läuft; 
III. wie sich die Resultate vereinfachen, wenn der Widerstand 

gleich Null ist. 
Lösung. Die Anziehung ist nach der Gleichung 

ij = Ä« ?— -- = a^ c' 3 

veränderlich und im Abstände r liegt die Geschwindigkeit 

r r 

vor. 

Wenn das Iviittel nicht widersteht, so hat h den Wert Null, 
womit die Resultate in die der Lösimg der Aufgabe 68 über- 
gehen. (Vergleiche diese.) 

Aufgabe 63. Ein schwerer Funkt ist in einem Mittel, welches 
proportional einer noch nicht bekannten Potenz der Bahngeschwin- 
digkeit V widersteht und für die Einheit von v den Widerstand k 
leistet, schief in die Höhe geworfen worden. Seine Bewegung wird 
auf ein Koordinatensystem bezogen, dessen Ursprung mit dem 
Anfangspunkte der Bahn zusanamenfäUt, dessen o;- Achse horizontal 
und dessen ^- Achse vertikal liegt. Er läuft so, dafs seine Achsen- 
geschwindigkeit in der Richtung der x immer 

Vx = Äe~^^ 
ist, worin Ä eine Konstante und s die von aus gezählte Bahnlänge. 

Man soll berechnen, welcher Potenz von v der Widerstand 
prciJ)ortional ist. 

Lösung. Die eine Diflferentialgleichung der Bewegung lautet 

dvx , „ dx 

dt ds 



Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 57 

Da sich nun aus Vx = Ac^^^ 

dvx , s dx 

dt ds 

herleiten läfst, so erkennt man, dafs das Mittel dem Quadrate der 
Geschwindigkeit proportional widersteht. 

Aufgabe 64. Senkrecht nach oben (im Sinne der positiven y) 
wirkt auf einen materiellen Punkt eine konstante Kraft K, Aufser- 
dem ist ein Mittelwiderstand W in der Richtung der Bahn- 
tangente thätig. 

Welche Beziehung mufs zwischen K und W bestehen, wenn 
das Aufsteigen in der Kettenlinie 



Ic / — — — \ 



erfolgen soll? Mit welcher Geschwindigkeit v läuft der Punkt in 
dieser Bahn? 

Lösung. Wenn man die Gleichungen XII) und XIII) der 
am Anfange des Capitels II gegebenen „Zusammenstellung" be- 
nutzt und gehörig die einfachen Beziehungen beächtet, welche für 
die Kettenlinie zwischen der Ordinate y, dem vom Scheitel an ge- 
rechneten Bogen 5, dem Krümmungshalbmesser .(>, dem Tangenten- 
winkel X u. s. w. bestehen, so findet man leicht 

I. dafs der Mittelwiderstand W sich zu def Kraft K verhalten 
mufs, wie der Bogen s zu dem Doppelten der Ordinate y\ 
IL dafs die Geschwindigkeit v der Quadratwurzel aus dem 
Produkte Ky gleich ist. 

Aufgabe 65. Das Aufsteigen soll, wie bei der vorigen Aufgabe, 
in der Kettenlinie 






erfolgen. Statt der konstanten Kraft K aber wirkt eine veränder- 
liche Z; ferner in der Eichtung der Bahntangente der Widerstand 

W = Av^, 
wobei A eine bekannte Konstante. 

Man soll Y und v als Funktionen von y und s (letzteres vom 
Scheitel aus gezählt) bestimmen; ferner angeben, wie die Resul- 
tate lauten, wenn die Bewegung im nicht widerstehenden Mittel 
vor sich geht. 



im Scheitel v = c sein soll, so liefert die zweite Gleichung B = -^ 
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Lösung. Auf dem bei der Lösung der vorigen Aufgabe an- 
gegebenen Wege gelangt mau zu den Ergebnissen 

und 

Die Integrationskonstante B ist hierbei bestimmt, wenn man für 

irgend ein y und s entweder v oder Y kennt. Ist z. B, festgesetzt, dafs 

c 

Je' 
Liegt kein Widerstand vor, so hat man 

Y = By und v = YBy^ 

also zwei sehr einfache Gesetze. 

B. Vorgeschrieben die Kräfte, welche die Bewegung 

erzeugen. 

a) Bewegungen ohne Widerstand. 

Aufgabe 66, Unter dem Erhebungswinkel y (vergl. Fig. 7 
bei Aufgabe 66) wird ein Körper (Punkt von der Masse l) mit 
der Anfangsgeschwindigkeit c fortgeworfen. Auf denselben wirkt 
nur die Schwere. • Gefragt wird: 

I. Welches sind die Werte seiner Geschwindigkeiten in horizon- 
taler Kichtung, in vertikaler und in der Bahn selbst, zur Zeit /? Wie 
ändern sich dieselben und wann erreichen sie ihre gröfsten und 
kleinsten Werte? 

II. Wo befindet sich der Körper zur Zeit ^? 

III. In was für einer Bahn fliegt er? Wie liegt sie und 
welches sind die Werte ihrer Bestimmungsstücke? 

IV. Wie grofs ist die Wurfweite und wie grofs die Wurfhöhe? 

V. Unter welchem Winkel mufs man werfen, wenn die Erstere 
am gröfsten sein soll? Welches ist ihr Maximalwert und welches 
der zugehörige der Wurfhöhe? 

VI. Für welche Erhebungswinkel sind die Wurfweiten gleich 
grofs? 

Vn. Nach wie langer Zeit kommt der Körper im Punkte xy 
an und in welcher durchfliegt er die ganze Bahn? 

Lösung. I. Die Differentialgleichungen der Bewegung liefern 
zunächst 
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Vx "= c cos y 
und 

v^j = c sin y — gU 

Die Geschwindigkeit in horizontaler Richtung ist hiernach un- 
veränderlich, was man übrigens auch ohne Rechnung erkennt. Senk- 
recht nach oben hat der Körper, wie die zweite Gleichung lehrt, 
anfänglich die Geschwindigkeit c sin y. Dieselbe nimmt fortwährend 

ab, wird zu der Zeit ^■ 

c sin y 
t = 

9 
zu Null, ist nachher negativ imd nimmt dem absoluten Werte nach 
mehr und mehr zu. 

In der Bahn herrscht die Geschwindigkeit 

V = Yc^ — 2gct sin y + 9'^i\ 

also eine solche, welche im Anfange abnimmt, zur Zeit t = 

9 

ihr Minimum, nämlich c cos y, erreicht und dann sich wieder ver- 
gröfsert. 

II. Die Koordinaten des Ortes des Körpers sind 

X =^ et cos y, 
was auch ohne Rechnung klar ist, und 

y = et sin y — \9t^. 
Hiernach läfst sich das vorstehende v auch durch 

V = ]/c^ — 2gy 
ausdrücken. 

III. Als Gleichung der Bahn findet man 

gx^ 

y = xtany — -—2 2~ 

^ '^20^ cos^ y 

oder, wenn mit h die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe ^ 

2^ 

bezeichnet wird, 

x^ scc^ y 
y = X tan y — — ^ • 

Die Bewegung erfolgt also in einer gemeinen Parabel, deren 

Achse vertikal steht. Um zu erfahren, wo der Scheitel liegt, 

welches der Halbparameter ist etc., bringt man die Bahngleichung 

auf die Form 

|2 = 2pri 



c^ 
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und erhält hierbei 

2 (? cos^ y /(? sin^ y \ / (? sin y cos yV 

g \ 2g y) — \^ g J ' 

Die Koordinaten des Scheitels sind daher 

c^ sin y cos y (? sin 2y 

a = . = — - — ~ = h sin 2y 

9 2g ^ 

und 

c^ sin^ y g 

= — - — = n sin^ y • 
2g 

Der Halbparameter ist 

c^ cos^ y 

die Entfernung des Brennpunktes vom Horizonte (a;- Achse) hat den 
Wert 

c^ (sin^ y — cos^ y) c^ cos 2y 

' ~ 2~g ^ 27~" 

Die Leitlinie der Parabel liegt wagerecht und in der Höhe 



Ä = 



c^ 



^9 

Von ibr herunterfällend würde der Körper hiernach seine Anfangs- 
geschwindigkeit c erlangt haben. 

Mit Benutzung von h kann man nun die Bahngeschwindigkeit 
auch noch durch die Gleichung 

V = Yc^ cos^ y '\- 2g (h — y) 

ausdrücken, was späterhin wieder gebraucht wird. 

IV. Die Wurfweite ist das Doppelte von a; die Wurf höhe 
identisch mit &. Die Erstere folgt übrigens auch aus der ursprüng- 
lichen Form der Bahngleichung, wenn man y gleich Null nimmt; 
die Letztere dann aus dem vorstehenden Ausdrucke für die Ordi- 
nate des Ortes. 

V. Unter 45 Grad kann man am weitesten werfen, nämlich 
eine Strecke, welche doppelt so lang ist, wie die zur Anfangs- 
geschwindigkeit c gehörende, Geschwindigkeitshöhe h. Hierbei be- 
trägt die Wurfhöhe die Hälfte von h. 

VI. Gleiche Wurfweiten liegen für solche Erhebungswinkel 
vor, welche um gleich viel von 45 Grad abweichen, die also Com- 
plementwinkel sind. 
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VII. Zur Erreichung der Stelle xy braucht der Körper die Zeit 

X 

t = ; 

c cos y 
zum Durchfliegen der ganzen Bahn 

.^G siny 



T 



9 



Aufgabe 67. Mit welcher Anfangsgeschwindigkeit c mufs man 
werfen (Aufg. 66), um bei dem vorgeschriebenen Erhebungswinkel y 
diejenige Stelle zu treffen, deren Koofdinaten ^ und ri sind? 

Lösung. Unter Benutzung der Lösung der vorhergehenden 
Aufgabe findet man 



cos yY 2 (I tan y — 



n) 

Dies enthält die (übrigens selbstverständliche) Bedingung 

in 

j <tmy. 

Für -^ = tany mufs c = <x> sein; für -^'>tany ist es imaginär. 



Aufgabe 68. Wie grofs mufs der Erhebungswinkel y ge- 
nommen werden (Nr. 66), wenn bei gegebener Anfangsgeschwindig- 
keit c die Stelle |t^ getroffen werden soll? 

Lösung. Der Winkel y ist durch die Gleichung 

tany^^ (<^ ± Yc^ — 2c^ gri -- g^Y) 

bestimmt; oder, wenn man die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe 

h = -— einführt, durch 
2^ 



= ^[2Ä + y 4Ä (h - ri) — ^']' 



tan y 

Es giebt daher im Allgemeinen zwei Winkel, unter denen die 
Stelle ^ri getroffen werden kann. Für 

|2 ^ 4^ (Ä _ ^) 

fallen dieselbeti zusammen; für noch gröfsere § ist das Treffen un- 
möglich. 

Man vergleiche hierüber die Lösung der Aufgabe 73. 
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Anfgabe 69. In welcher Weise mufs von aus (Fig. 7 bei 
Nr. 56) geworfen werden (Aufg. 66), wenn die durch die Koordi- 
naten I und 71 gegebene Stelle einer vertikal stehenden Mauer von 
dem Geschosse unter einem rechten Winkel getroffen werden soll? 
Wie viel Zeit verstreicht bis zum Auftreffen? 

Lösung. Der Erhebungswinkel y, unter welchem man werfen 

mufs, ist bestimmt durch 

ri 
tan y =^ 2 —1 



es mufs also nach einem doppelt so hoch gelegenen Punkte ge- 
zielt werden. 

Ferner mufs das Geschofs mit der Geschwindigkeit 



= |/SI 



(I* + W) 



2tj 
abfliegen. Dann schlägt es nach der Zeit 



t 
rechtwinklisr ein. 



-VH- 



'ö 



Aufgabe 70. Der geworfene Körper (Aufg. 66) soll nach der 
vorgeschriebenen Zeit t an der Stelle ^ti einschlagen. Unter welchem 
Erhebungs Winkel y und mit welcher Anfangsgeschwindigkeit c mufs 
er von aus (Fig. 7 bei Nr. 56) fortgeschleudert werden? 

Lösung. Der Winkel ist bestimmt durch 

die Anfangsgeschwindigkeit durch 






2t 



Aufgabe 71. Für den in Aufgabe 66 behandelten Wurf soll 
berechnet werden 

I. der Inhalt der von der Bahn einerseits und von dem 

Horizonte andererseits begrenzten Fläche; 
IL derjenige Wert des Erhebungswinkels y, für welchen dieser 

Inhalt am gröfsten ist; 
III. die Länge s der ganzen (über dem Horizonte liegenden) Bahn; 
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IV. die für y == 90^ und für y = 0^ aus diesem allgemeinen 

Werte von s folgenden Bahnlängen s^ und s^ 
Lösung. Die gesuchte Fläche ist 

2 c* siv? y cos y 

und erreicht für 

y = 60« 

ihren Maximalwert, nK.lich ^. 

Die Bahn besitzt die Länge 

c^ / . 2 1 + siny\ 

s = — Istn y -f- cos' y l i > 

^ \ - cosy ) 

wofür auch 

c^ / . I i 9 7 1 + 5*** y\ 

s = —istny-f-^cos^yl -—- — r—^ ) 

^ \ ' * ^ '1 — stn y) 

geschrieben werden kann. 

Setzt man in diesem Ausdrucke y = 90®, so entsteht zunächst 

^90= — (l-f-O'Oo), was unbestimmt ist, bei näherer Unter- 

suchung aber 

,2 



^90 



c 
9 



Für y = 0® ergiebt sich sofort 

5o = 0. 

Das letzte Resultat ist selbstverständlich, das vorhergehende 
nach der Lösung der vierten Aufgabe bekannt. 

Aufgabe 72. Welcher Art ist der geometrische Ort der 
Scheitel aller derjenigen Wurfparabeln, die beschrieben werden, 
• wenn man materielle Punkte mit lauter verschiedenen Anfangs- 
geschwindigkeiten, aber immer in derselben Eichtung, schief auf- 
wärts wirft? 

Lösung. Mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 66 findet 
man leicht, dafs der gesuchte geometrische Ort eine Gerade ist, 
die durch den Anfangspunkt der Bewegung geht und mit dem 
Horizonte einen Winkel bildet, dessen Tangente halb so grofs ist 
wie die des Erhebungswinkels y. 

Aufgabe 73. Von einer und derselben Stelle aus (Fig. 7 
bei Nr. 56) werden in der nämlichen Vertikalebene materielle Punkte 
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mit gleichen Anfangsgeschwindigkeiten (c), aber unter lauter ver- 
schiedenen Winkeln, in die Höhe geworfen. Sie unterliegen nur 
der Wirkung ihrer Schwere. Berechnet soll werden 

I. die Art des geometrischen Ortes der Scheitel aller entstehen- 
den Wurfparabeln; 
II. die Natur und die Lage der diese Parabeln einhüllenden 

Kurve ; 
HL der geometrische Ort aller derjenigen Stellen, an welchen 
sich die geworfenen Punkte zu einer und derselben Zeit t 
befinden; 
IV. die allen diesen Punkten in der nämlichen Höhe eigene 
Bahngeschwindigkeit. ^ 

Lösung. Das in der Lösung der 66*®° Aufgabe Enthaltene 
führt auch hier schnell zu den verlangten Besultaten. Zunächst 
ergiebt sich 

x^ = 4Ly(h — y), 

(wobei h die zur Anfangsgeschwindigkeit c gehörende Geschwindig- 
keitshöhe — - ist) als Gleichung des geometrischen Ortes der Scheitel 
der Wurfparabeln. Da es auf die Form 



= 1 



gebracht werden kann, so erkennt man, dafs der gesuchte geome- 
trische Ort eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt senkrecht über 
in der Höhe ^h liegt, deren grofse und kleine Achse horizontal, 
bezüglich vertikal, gerichtet sind und die Längen 2Ä, bezüglich Ä, 
besitzen. 

Als Gleichung der Einhüllenden findet man 

a? = 4Ä Qi - y). 

Sie ist also eine Parabel, deren Achse vertikal steht, deren Scheitel 

in der Höhe h über liegt und deren Halbparameter 2Ä, also — ist. 

Der geometrische Ort derjenigen Stellen, an welchen sich die 
geworfenen Punkte zu der nämlichen Zeit t befinden, besitzt die 
Gleichung 

o? + {y + yty = {oif--, 
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er ist also ein mit dem Halbmesser et beschriebener Kreis, dessen 
Mittelpunkt im Abstände ^gt^ senkrecht unter liegt. 

Als Bahngeschwindigkeit v in der Bföhe y ergiebt sich für 
jeden der Punkte 

V = ]/(? — 2gy\ 

sie ist also für alle Punkte in demselben Abstände vom Horizonte 
gleich grofs. 

Aufgabe 74. Auf einen materiellen Punkt wirkt nichts weiter 

als vertikal nach oben (im Sinne der positiven y) eine Kraft, welche 

der Ordinate y (Fig. 9) proportional ist und 

für die Einheit derselben die Beschleunigung ^ ^*** ^• 

c^ 

rj erteilt. Der Punkt ist anfänglich von A 

aus, welches die Ordinate Ä hat, mit der Ge- 
schwindigkeit c horizontal fortgeworfen wor- 
den. Man soll ermitteln 

I. seine Geschwindigkeiten Vx , Vy und 

V an der Stelle xy*^ 
n. den Ort, an welchem er sich zur Zeit t befindet; 
in. die Art, die Dimensionen und die Lage der Bahn, in 

welcher er aufsteigt; 
IV. die Geschwindigkeiten Vx^^ Vy und t;, die er zur Zeit t besitzt. 
Lösung. Es ergiebt sich durch Benutzung der Gleichungen V) 
und VI) der am Anfange des Capitels II gegebenen „Zusammen- 




stellung" 



und 
Hieraus aber 



v^ 



c 



^y^rzrp. 



In horizontaler Richtung hat der geworfene Punkt also un- 
veränderlich die Anfangsgeschwindigkeit; in der Bahn hingegen 
eine der Ordinate proportionale, in vertikaler Richtung eine solche, 
die sich mehr und mehr dem Werthe von v nähert. 

Sodann erhält man 

X ^^ et 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 5 



I 
I 
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und 

als Koordinaten desjenigen Ortes, an welchem sich der geworfene 
Punkt zur Zeit / befindet 

Die Bahn, in der er fliegt, hat daher die Gleichung 



^^2 V "*" ^ y' 



ist also eine gemeine Kettenlinie, deren Achse vertikal steht, 
deren Scheitel in A liegt und deren Parameter gleich h ist. 

Wird mit 8 die Länge des vom Scheitel ans gezahlten Bogens 
dieser Kettenlinie bezeichnet, so nimmt der vorstehende Wert von 



Vy die Form 



*»-fc* 



an; es ist also die im Sinne der y herrschende Geschwindigkeit 
dem zurückgelegten Wege proportional. 
Zur Zeit t sind die Geschwindigkeiten 

et ct^ 






et er. 






. c 

i Anmerkung. Den Wert v =s y kann man auch unmittel- 

I * 

I bar, nämlich durch Benutzung der am Ende der, „Zusammen- 

stellung" (Seite 49) erwähnten Gleichung 

dv^ = 2 (Xdx + Ydy + Zdz) 

' erhalten. Es möge diese direkte Herleitungsweise auch 

bei der Lösung der nachfolgenden Aufgaben gehörige 
\ Beachtung finden. 

; Aufgabe 75. Die auf den geworfenen Punkt wirkende be- 

schleunigende Kraft ist der dritten Potenz der Ordinate umgekehrt 
proportional und für die Einheit derselben gleich Jc^. Ä liegt in 
der Höhe h über 0. Alles Übrige ist wie bei der vorhergehen- 
den Aufgabe. Die Lösung wird in demselben Umfange verlangt 



j!T'i 



ije 



-*•-*:*■ 
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und mit Angabe der Grenzwerte, welchen sich die Geschwindig- 
keiten nähern. 

Lösung. An der Stelle xy der Bahn ist 



"*= h 






Für in's Unendliche wachsende Ordinaten nähern sich die beiden 



letzten Ausdrücke den Grenzwerten — , bezüglich ; • 

h h 

Der Ort, an welchem sich der Punkt zur Zeit t befindet, wird 

durch die Koordinaten 

X = et 
und 

th 

bestimmt. 

Die Bahn besitzt die Gleichung 

y^ k^x^ 

ist also eine Hyperbel, deren Hauptachse mit OA zusammenfällt 
und die Länge 2 h hat, deren Scheitel in Ä liegt und deren Neben- 

achse die Länge 2-^r- besitzt. 

k 

Zur Zeit t herrschen die Geschwindigkeiten 

k^ t 



^y 



Ä YkU^ + h''' 



_ 1 -■ / c' h'\+ k^ (c^ h^ + k^) t^ 

''~h\ h^ + kU^ 

Für ^ = oo nähern sich selbstverständlich auch diese Werte von 
Vy und V den oben angegebenen Grenzen. 

Aufgabe 76. Von der Stelle des Horizontes aus wird ein 

Punkt mit der Anfangsgeschwindigkeit e unter dem Neigungs- 

ö* 
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Winkel a in die Höbe geworfen. Es wirkt auf ihn nur eine ver- 
tikal nach unten gerichtete Kraft 

wobei C konstant ist und die Zeit t vom Beginne der Bewegung 
an gezählt wird. 

Berechnet soll werden, wo sich der Punkt zur Zeit t befindet, 
welche Geschwindigkeiten (v^y v^, v) er in diesem Augenblicke 
hat und in was ftir einer Bahn er läuft. 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Besultaten, die 
auf ein Koordinatensystem bezogen sind, dessen Anfang mit zu- 
sammenfällt, dessen rr- Achse horizontal liegt und dessen ^- Achse 
senkrecht nach oben genommen ist: 

. Koordinaten derjenigen Stelle, an welcher sich der Punkt 
zur Zeit t befindet: 

X = et cos a, 

y = (c5iwa + C)^+ (7(1 — c'); 
Geschwindigkeiten desselben: 
Vx = c cos Of, 
Vy = (c sin a + ^) — ^^' i 



v=^yc^ + 2csinaC{l — e') + C^ (l — cO^ 
Gleichung seiner Bahn: 

csin a •■{- G , ^( ^ -^-\ 

y = x -L eil — e*'^^*«)- 

c cos a \ / 

Ein Vergleichen mit der Lösung der 88*®° Aufgabe lehrt, dafs 
diese Bahn derjenigen ganz ähnlich ist, die der Punkt beschreibt, 
wenn er bei Einwirkung der Schwere unter sehr kleinem Er- 
hebungswinkel a in einem Mittel geworfen wird, welches 'propor- 
tional dem Quadrate der Geschwindigkeit widersteht. 



Aufgabe 77. Der bewegliche Punkt wird von zwei Kräften 
beeinflusst; die eine derselben wirkt in horizontaler Eichtung und 
besitzt die unveränderliche Intensität A; die andere ist vertikal 
nach oben thätig und konstant gleich B. Anfänglich (zur Zeit 
Null) hat der Punkt sich in Buhe befunden. Es soll seine Be- 
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wegung in demselben Umfange untersucht werden, wie in der vor- 
hergehenden Aufgabe. 

Lösung. Die Geschwindigkeiten in horizontaler Richtung, 
vertikal nach oben und in der Bahn sind der verflossenen Zeit 
proportional, nämlich 

Die Koordinaten des Ortes nehmen zu, wie die Quadrate der 
Zeiten. Legt man die a;- Achse im Sinne der ersten Kraft, die 
^- Achse in dem der zweiten und nimmt die ursprüngliche Lage 
des Punktes als Koordinatenanfang, so ist 

X = ^ Ä^ und «/ = i J5^. 
Die Bewegung erfolgt geradlinig und zwar unter dem mit dem 

JD 

Horizonte gebildeten Winkel arctcm -j- 

Aufgabe 78. Die Umstände sind dieselben, wie bei der 
vorigen Aufgabe, doch ist der Pimkt anfänglich nicht in Ruhe, 
sondern besitzt eine Geschwindigkeit c, deren Richtung den Winkel 
y mit dem Horizonte einschliefst. 

Lösung. Wie bei Nr. 77 kommt man auf 

Vx = Ät -^^ c cos y, 
Vy = Bt -{' c sm y, 

V = y(Ä^ + B^) f + 2c{Äcos^-\-B sin y) t + cK 

Unter Beibehaltung des dort benutzten Koordinatensystems 

femer auf 

X == ^ Ä^ + et cos y, 

y = i Bt^ + et sin y. 

Hieraus folgt, unter Benutzung der Abkürzung 

c (^Ä'sin y — B cos y) ^^ K^ 

als Gleichung der Bahn 

ÄB^x^ + J.y — 2A^Bxy — 2 AKcxsiny + 2 AKcycosy = 0. 

Die Bewegung erfolgt also in einer Kegelschnittslinie 
und zwar, wie die Koeffizienten von üj^, y^ und xy zeigen, in einer 
Parabel. 

Aufgabe 79. Vom Koordinatenanfange eines rechtwink- 
ligen Sjstemes aus wird ein Punkt (zur Zeit Null) mit . einer 
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Anfangsgeschwindigkeit c fortgeworfen, deren Richtung mit der 
a;- Achse den Winkel y bildet. Es wirken auf ihn im Sinne der 
positiven x und y zwei Kräfte, welche diesen Koordinaten bezüg- 
lich proportional sind und von denen die erste für o? = 1 die In- 
tensität A^j die zweite für ^ = 1 die Intensität J5^ besitzt. Man 
soll berechnen: 

I. welche Geschwindigkeit t?a., Vy und v der Punkt an der 

Stelle xy seiner Bahn hat; 
II. wo er sich lur Zeit t befindet; 

III. wie grofs t^^, «^y und v zu diesem Augenblicke sind; 
IV". in was für einer Bahn die Bewegung erfolgt; 
V. welcher Art diese Bahn für B = A i^i und welche Ge- 
schwindigkeit v in diesem besonderen Falle zur Zeit t 
herrscht. 
Lösung. An der Stelle xy besitzt der Punkt die Geschwin- 



digkeiten 



Vx = '^(? cös^ y + J.^ x^^ 
v,j = Yc^ sin^ y + -B^ ^/^, 



y 



v = yc\+ A^x^ + B^y\ 
Zur Zeit t befindet er sich an dem durch die Koordinaten 

c cos y . ,, ' . 

c siny . „. „.. 

bestimmten Orte. Ferner hat er in diesem Momente die Ge- 
schwindigkeiten 

Vx = ^ c cos y {e^^ + e~ ^'), 

Vy = \c sin y (e^^ + e~^'), 

v = ^c l/(e^' + e-^'f cos^ y -f (e^^ + e-^'Y sin'' y. 
Die Bahn ist eine Kurve von der Gleichung 

~A ( c COS y 



2 -ß I \ c cosy ) \A X + Y A?o? -|- c^cos^y 

Wird 5 == ^, so erfolgt die Bewegung in der Geraden 

y = X tan y 




Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 71 

(nämlich in derjenigen Richtung, in welcher anfänglich geworfen 
wurde) und zwar mit der Geschwindigkeit 

Aufgabe 80. In der Ecke C^ eines gleichschenkligen- Drei- 
ecks Ci C2 (^3, welches die Basislänge C^ Cg = 2 ö und die Schenkel- 
länge hy 2 hat, befindet sich zur Zeit Null ein Punkt P, der die 
Masse 1 besitzt, in Buhe. Die Ecken des Dreiecks ziehen ihn 
dem jedesmaligen Abstände proportional derartig an, dafs für die 
Einheit der Entfernung die Stärke jeder dieser drei Anziehungen 
gleich h^ ist. 

Welche Geschwindigkeiten Va:, Vy und v hat der Punkt an 
den verschiedenen Orten, die er durchläuft? Wo befindet er sich 
zur Zeit ^? Welcher Art ist seine Bahn und die Bewegung in 
derselben ? 

Lösung. Wir t)enutzen ein Koordinatensystem, welches so 
liegt, dafs die positive Seite der a;- Achse die Richtung C^ C^ hat 
und eine auf Cg C^ errichtete, durch C^ gehende Senkrechte mit 
der positiven Seite der «/-Achse zusammenfällt. Dann wirken auf 
den beweglichen Punkt, wenn er sich nach Verflufs der Zeit t an 
der Stelle xy befindet, die beschleunigenden Kräfte 

und 

Y= — J<?(3y — h). 

Die Geschwindigkeiten, welche er daselbst hat, sind 



,;^ = -fÄ|/3(6^_'^2)^ 



^y = ±^y2/(2& — 3«/), 



v = ± ky2by + 3 (6^ — ä;2 __ ^2^^ 
Der Stelle, die er zur Zeit t einnimmt, kommen die Koordinaten 
X = b cos kY 3ty 

2/ == 1 6 (1 _ C05 Ä yjt) = I & sin^ikyjt 
zu. 

Die Bahn hat die Gleichung 

Sie ist also eine durch C^ gehende Gerade, welche auf der 
1/- Achse die Strecke ^ b abschneidet, fällt daher zusammen mit 
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der einen Mittellinie des Dreiecks oder, was gleichbedeutend ist, 
sie geht durch den Schwerpunkt des letzteren. 

Durch Verwendung der Bajingleichung ergeben sich noch die 
Beziehungen 

Vy^= \Vx^== 0,333 . y Vx^ 

V'lÖ 

^ = ■^— '^x = 1,064 . . . t?x 
3 

und 

V = yiÖVy = 3,162... Vy 

zwischen den absoluten Werten der drei Geschwindigkeiten. 

Dafs die Bewegung auf der Geraden y = ^ (h — x) eine 
periodische sein mufs, leuchtet ohne Rechnung ein, wird aber auch 
durch die gefundenen Gleichungen bestätigt. Dieselben lehren 
nämlich Folgendes: ^ 

Der gröfste Wert der Abscisse x ist -^ h. Er tritt ein zu 

2 7C 4: 7t 

den Zeiten 0, — -rr? — >^-,..., um welche y zu Null wird. 

Der kleinste Wert von rr, und zwar — b, liegt zu den Zeiten 

, . . . vor, um welche y bis zu f o anwächst. 



kys JcYs JcYs 

Die Geschwindigkeit Vx wird zu 0, wenn x = h oder auch 
= — h ist, erreicht hingegen ihren gröfsten, bezüglich kleinsten 
Wert, nämlich + Ä }/ 3 6, wenn x = ist, also im Schwerpunkte 
des Dreiecks. Für a? > + 6 und x <C — h ergeben sich imaginäre Vx- 

Für 2/ = 0, oder auch für y = f 6, giebt es senkrecht zur 
Dreiecksbasis gar keine Geschwindigkeit (vy); für y ^= ^ h (im 
Schwerpunkte) hingegen die gröfste, bezüglich kleinste,. und zwar 
+ ^ Ä& y^. Daselbst herrscht auch in der Bahn das Maximum 
(Minimum) der Geschwindigkeit, nämlich + i Ä & YSO. 



Aufgabe 81. um eine unbewegliche kugelförmige Masse m, 
die man sich im Centrum derselben koncentrirt denken darf, 
bewegt sich ein Körper, der als ein mit der Masse 1 versehener 
Punkt gelten soll. Er hat seinen Lauf an einer Stelle A be- 
gonnen, welche von um a absteht. Seine Anfangsgeschwindig- 
keit war gleich c und ihre Richtung schlofs mit OÄ den Winkel 
a ein. Die Bewegung erfolgt unter alleiniger Wirkung der An- 



Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 73 

Ziehung des Centralkörpers, welche der Masse m und der jedes- 
maligen Entfernung r proportional ist. 
Berechnet soll. werden 
I. welche Geschwindigkeiten (i;^., Vy und v) der sich be- 
wegende Körper an den verschiedenen Stellen seiner Bahn 
und zu verschiedenen Zeiten hat; 
II. wo er sich zur. Zeit t befindet (wenn dieselbe vom Be- 
ginne der Bewegung an gezählt wird); 
IIL in was für einer Bahn er läuft und wie sie liegt; 
IV. welches die ganze ümlaufszeit T ist; 
V. wie a und c beschaffen sein müssen, wenn die Bahn zu 
einem Kreise werden soll, und mit welcher Geschwin- 
digkeit der Körper dann in demselben sich bewegt. 
Lösung. Nimmt man die durch OA und die Bichtung der 
Anfangsgeschwindigkeit bestimmte Ebene als die rechtwinkliger 
Koordinaten, OA als a;- Achse und als Anfangspunkt der Ab- 
scissen, so sind die beschleunigenden Kräfte 

' X = — l^x, 

wobei h^ = %m selbstverständliche Bedeutung hat. 

Aus den beiden Differentialgleichungen der Bewegung folgt 
zunächst 

v^ = + y(cn^ + c^ C05V) =^¥^ 

und 
daher ist 






womit die Geschwindigkeiten bestimmt sind, welche der Körper 
an den verschiedenen Stellen seiner Bahn hat. 

Die Koordinaten des Ortes, den er zur Zeit t einnimmt, folgen 

hieraus zu 

ccos a 
X = — - — sinkt -\' a cos Je t, 
h 

c sm a , , , 
y = — - — sin Je L 
Je 

Daher sind die Geschwindigkeiten, welche er um diese Zeit 
besitzt. 
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Vx = ccoscccosJct — aJc sin k tj 
Vy = csinacoshtf 

V = yc^cos^M — 2ac1ccosasin7ctcoslct-\'a^k^sin^kf. 

Als Bahngleichung findet man 

(c^ sin^ a) x^ + (c^cos^cc + a^k^) y^ — ((?sin2a) xy — a^ c^ sinket = 0. 

Der Körper bewegt sich also in einer Kegelschnittslinie 

und zwar, wie sich bei näherer Untersuchung ihrer Gleichung er- 

giebt, in einer Ellipse, deren Mittelpunkt nach dem anziehenden 

Centrum fällt und deren grofse Achse mit OA einen Winkel j5 

einschliefst, welcher durch 

^ ^ c^ sin 2 a 

tan2 ß = -^ j — 2-2 

c^ cos 2 a -{- .c? V 

bestimmt ist. 

Zu einem vollen Umlaufe wird die Zeit 

k 
gebraucht. 

Soll die elliptische Bewegung in eine kreisförmige übergehen, 
so mufs a = 90® sein und c = ak. Die Bahngeschwindigkeit v 
ist dann in diesem Kreise unveränderlich, nämlich gleich ak. 

Aufgabe 82. Die Anziehung, welche der Centralkörper aus- 
übt, ist der n^^ Potenz der Entfernung r proportional und für 
die Einheit derselben gleich k. Im Übrigen sind die Verhältnisse 
wie bei der vorigen Aufgabe, Man soll ermitteln, mit welcher 
Geschwindigkeit der sich bewegende Körper in seiner Bahn läuft, 
nämlich wie v von r abhängt. 

Lösung. Die beiden Differentialgleichungen der Bewegung 
lauten hier 



dvx 
dt 

dv« 



== — kxr^~^. 



— Ä2/r^-S* 



dt 

wobei das Koordinatensystem in der bei der vorhergehenden Lö- 
sung angegebenen Lage benutzt worden ist. 



* Statt von diesen beiden Gleichungen auszugehen, kann man auch 
diejenigen Sätze benutzen, welche unter XII und XV der „Zusammen- 
stellung^* am Anfange dieses zweiten Capitels stehen. 
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Aus denselben folgt, mit Beachtung der Beziehungen 

V^ = V^x + Vy'\ 

r^ = x^ -{- y^ 
und der hierin enthaltenen 

äv dVx . dv. 



für n^ 



v^ = c 



ai ai ^ dt 

rdr = xdx + y^y^ 

2k 



für n = — 1 hingegen: 

^2 = c2 + 2kl^' 

r 

Die vorletzte dieser Gleichungen giebt für n = 1 die in der 
Lösung der Aufgabe 81 bestimmte Geschwindigkeit; für n = — 2 
diejenige, welche dann vorliegt, wenn die Anziehung nach dem 
Newton'schen Gesetze erfolgt; u. s. w. 

Aufgabe 83. Ein Körper (Punkt, Masse 1) wird nach dem 
festen Centrum durch eine Kraft B gezogen, deren Intensität 

r^ ' 2 r 

ist, in welchem Ausdrucke K eine gegebene Konstante bedeutet 

und r den Abstand von 0. Die Bewegung beginnt zur Zeit Null 

an einer Stelle -4, welche um a vom Centrum entfernt ist, mit 

einer Anfangsgeschwindigkeit 

K 

^= — 7^? 
a/2 

deren Richtung auf OÄ senkrecht steht. Zu berechnen sind 

I. die Bahngeschwindigkeit t;, welche der Punkt im Ab- 
stände r von besitzt; 
II. die Polargleichung und die Form seiner Bahn; 
III. die Zeit #, welche er braucht, um bis in die Entfernung r 
von zu gelangen. 

Lösung. Wir nehmen als Pol und OÄ als Achse eines 
Polarkoordinatensystems; zugleich auch diese Gerade als Abscissen- 
linie und jenen Punkt als Anfang dazu rechtwinkliger .Ordinaten; 
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beide Systeme aber in der durch OA und die Richtung der Anfangs- 
geschwindigkeit bestimmten Ebene. 

Als Differentialgleichungen der Bewegung ergeben sich 



dt 
und 






^ dt \r^ "^ 2rV r 



^ -^«- — 3/ -TTT = ö» 



di^ 

Durch zweckmäfsiges Umgestalten und Kombiniren lassen sich 
aus denselben integrirbare Formen herleiten. 
Zunächst folgt aus den beiden Gleichungen 

d^y d^x 

~d¥~^~dt' 
also 

dy dx 

dt dt 

oder, wenn man die Integrationskonstante Ä bestimmt, 

K 

xdy — ydx = —p= dt. 

1/2 
Bei Benutzung von Polarkoordinaten geht dies über in 

r^de=-^dt 
|/2 

und liefert 

S==-^t, 
2]/2 

wobei S die Fläche des vom Radiusvektor r beschriebenen Sektors, 
gerechnet von der Zeit Null an. 

Dieser Flächeninhalt ist also der verflossenen Zeit proportional. 

Eine andere naheliegende Kombination der beiden Differential- 
gleichungen der Bewegung gründet sich darauf, dafs 

V^ = Va:^ + V/, 

also 

dv dvx , dvy 

ist. Sie giebt 

-i;dv = -(-^ + _j (xdx + ydy). 



i 



Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 77 

Hieraus folgt, wenn man 

r^ = x^ -{- y^ 
beachtet , 

TT K^ 

r 2r^ 
und nach Bestimmung der Integrationskonstante B 

als Quadrat der im Abstände r herrschenden Geschwindigkeit. 

Die Polargleichung der Bahn lälst sich hieraus und aus dem 
vorstehenden 

1/2 
herleiten, wenn das bekannte 

~ \dtJ ~ dt^ 

gehörig beachtet wird. Es entsteht zunächst 

2 ■ rMe« ~ \4r*"^ r a)' 



Dies giebt sodann 



.-y^ 



r r dr 



und schliefslich 



aK 



K + a0« 

Hieraus sieht man, dafs sich die Bahn spiralförmig um 
herumwindet, diesem Centrum immer näher kommt, es aber nie 
erreicht. (Asymptotische Annäherung.) 

Für die Zeit ^, welche der Körper braucht, um sich dem an- 
ziehenden Mittelpunkte bis auf die Entfernung r zu nähern, ergiebt 
sich mit Benutzung vorhergehender Gleichungen zunächst 



^rdr 




a 
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und hieraus 



wobei 



^^ |j^'ä('* + ^'*''*)' 



V 

cos^ ^ w = — ; 



a 
also, wenn man diesen Wert lieber einsetzt, 



t 



\ i^''^'' - + aarccosy^ 



Aufgabe 84. Die Anziehung, welche das feste Centrum 
ausübt, ist irgend eine Funktion der Entfernung [i2==/*(^)]; 
die Anfangsgeschwindigkeit hat den allgemeinen Wert c und es 
bildet ihre Richtung mit OÄ den Winkel a. Alles Übrige ist, wie 
bei der Aufgabe 83. Auch werden die Koordinatensysteme so an- 
genommen, wie in der vorhergehenden Lösung angegeben worden 
ist. Man soll, auf demselben Wege wie dort, ermitteln 

I. das für die von den Leitstrahlen beschriebenen Flächen 

geltende Gesetz; 
IL die Beziehung zwischen der Anziehung B und der Ge- 
schwindigkeit V] 
in. die allgemeine Form der Bahngleichung; 
IV. unter der Voraussetzung des Bekanntseins der letzteren, 

den Ausdruck für die beschleunigende Kraft i^; 
V. die Beziehung zwischen der Zeit t und dem Radiusvektor r; 
VI. die zwischen t und der Anomalie 0. 

Lösung. Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier 

dt^ dt ^ r 

und 

d' 



^ = ^ = _ ,jlM. 



y 



dt^ dt " r 

Aus denselben folgt in der bei der vorhergehenden Lösung ange- 
gebenen Weise zunächst 

xdy — ydx = Ädt. 

Dies giebt, wenn Polarkoordinaten eingeführt werden, 

1) r^dQ = Ädt, 
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also, unter Beibehaltung der dort benutzten Bezeichnung, 

2) S = ^Ät. 

Die von den Eadienvektoren beschriebenen Flächen sind also 
bei jeder Centralbewegung den verflossenen Zeiten proportional. 
Ferner ergiebt sich 

3) v^=^2{B --jBdr) 

als Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der Anziehung. 
Die Integrationskonstanten A und J5, wie auch die noch folgen- 
den, können ebenfalls so bestimmt werden, wie es in der Lösung 
der Aufgabe 83 geschehen ist. 

Auf demselben Wege, wie dort erhält man weiter 



4) 



df 



= 2[B-^ff(r)dry, 



sodann aus 1) und 4) durch Elimination der Zeit 

^) — ^^i^ — ' = 2 [^ -ffi^) *•] 



und hieraus 
6) A 



/; 



dr 



+ c = e 



rV2r^[B — f f(r)dr] — Ä" 

als allgemeine Form der Polargleichung der Bahn. 
Die Gleichung 5) liefert sodann 
^2 r / 1 ^.v.\2 



ia-S)+^)=- -/«')*• 



also 



ff(r)dr==B-f 



1 , \dQ/ 
~2" "i ZT 



2 



oder 



ff(r)dr = B-f\^ + 



■^G) 



dQ 



2t 



und für die beschleunigende Kraft E = f{r): 



7) 



^ = ^i^ + 



e) 



r 



dQ^ 
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welchem Resultate die hübsche symmetrische Form 

erteilt werden kann. 

Als Beziehung zwischen der Zeit t und dem Leitstrahle r findet 
man, indem man aus l) und 4) die Anomalie 6 eliminirt, 

8) A===^£^=_=t + D. 

J y2f^[B — f f(r)dr] — Ä' 

Wenn die betreffenden Reduktionen ausführbar sind, so giebt 

die Gleichung 6) 

r = 9 (e), 
und 8) liefert 

hieraus folgt 

e = z(<) 

als Beziehung zwischen Zeit und Anomalie. 

Auf dem Wege der Konstruktion kann man übrigens 6 auch 
dadurch bestimmen, dafs man zunächst [nach 6)] die Bahn zeichnet 
und dann mit r, welches nach 8) berechnet wurde, von aus einen 
Kreis beschreibt. 

Aufgabe 85. Es sollen die in der Lösung der vorhergehen- 
den Aufgabe entwickelten Gleichungen 3) und 6) angewendet 
werden zur Bestimmung der Geschwindigkeit und der Bahngleichung 
für die in Nr. 83. behandelte Centralbewegung. 

Lösung. Ohne Schwierigkeiten gelangt man zu den unter 
83 angegebenen Resultaten. 

b) Bewegungen mit Widerstand. 

Aufgabe 86. Ein schwerer Körper, welcher so beschaffen 
ist, dafs er als Punkt von der Masse 1 angesehen werden darf, 
wird unter dem Erhebungswinkel y mit der Anfangsgeschwindig- 
keit c in die Höhe geworfen. Das Mittel widersteht proportional 
der Geschwindigkeit v und derartig, dafs der Widerstand f ür t; = 1 
die Intensität k hat. Man soll, unter Benutzung eines Koordinaten- 
systems, dessen a;-Achse horizontJEil liegt, dessen {/-Achse senkrecht 
nach oben gerichtet ist und dessen Ursprung mit dem Anfangs- 
punkte der Bewegung zusammenföllt, berechnen: 
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I. die Geschwindigkeiten v^^ Vy und I?, welche der Körper zu 
der vom Beginne der Bewegung an gezählten Zeit t besitzt; 
II. die Koordinaten x und y derjenigen Stelle, an welcher 
er sich zu dieser Zeit befindet; 

III. die Grenzen, denen sich Vx-; %, v^ x und y bei ins Un- 
endliche wachsendem t nähern; 

IV. die Gleichung der Bahn; 

V. diejenige Zeit fj, welche der Köi-per braucht, um bis an 

die höchste Stelle seines Laufes zu gelangen; 
VI. die Koordinaten jp und q dieser Stelle; 
VII. die Wurfweite w und ob dieselbe kleiner, gleich oder 
gröfser ist, als die doppelte Abscisse der höchsten Stelle 
der Bahn. 

Lösung. Aus naheliegenden Gründen sind hier 

und 

dvy 

die Differentialgleichungen der Bewegung. 
Sie liefern 

1 

«'y = -j^ {{g + 2»^) ^■"*' — gl 

in welchen Ausdrücken 

a = c cos y, 

5 = c sin y 

als Abkürzungen benutzt sind. 

Die Geschwindigkeit in der Bahn ist 

V = ^.y^U-^^ +T(9 + hk) e-^ - gf. 
Ferner sind 

a; = |(l-r-«), 

ff + bk g 

zur Zeit t die Koordinaten des Ortes des Körpers. 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal« Mechanik. II. 6 
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Die Qeschwindigkeit Vx nimmt also immer, und zwar nach 
einer geometrischen Progression, ab; sie nähert sich für ins un- 
endliche wachsende t dem Werte Null. 

Hingegen ist* Vp anfiKnglich positiv, wird dann zu Null, nach- 
her negativ und geht für f = oo in — — Über. 

Ebenso nähert sich v der Grenze -; die Bewegung wird also 
nach und nach einer gleichförmigen immer ähnlicher. 

Die Abscisse x geht bei unendlichem ^ in — über; die Ordi- 

nate y wird negativ unendlich. Die Bahn hat mithin an der 

Stelle X =-— eine vertikale Asymptote. 
Je 

Als Gleichung der von dem Körper beschriebenen Kurve findet man 

k \ a 7c a — kx/ 

Die Zeit, welche er braucht, um bis an die höchste Stelle zu 

kommen, ist 

l, g + h k 

'^-k'—g-' 

Die Koordinaten des Kulminationspunktes sind 

ab 



q ^ -[lU - gl —^-y 



Das q ist die Wurfhöhe; die Wurfweite w ist durch, die transcen- 
dente Gleichung 



a k a — kw 

bestimmt. Für 

2afe 
a; = 2^) ==^ 



g + hk 
geht die Bahngleichung, wenn man statt ^lieber i/ schreibt, über in 

' A;\ k a — hkJ 
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Ist nun h'k'^g^ so ist i? imaginär, d. h. der Punkt, dessen 
Abscisse 2p ist, liegt gar nicht auf der Bahnkurve. Ist hlc = g^ 
so wird ri = — oo, d. b. der Punkt 2p fällt mit demjenigen zu- 
sammen, durch welchen die vertikale Asymptote geht. Ist endlich 
hk <Cg^ so liefert die Ißtzte Gleichung ein endliches reelles rj^ von 
welchem also noch entschieden werden mufs, ob es positiv oder 
negativ ist. Schreibt man es in der Form 

so kaun man, weil — < 1 ist, dafür setzen 

9 

-»[-*(7)'-0"--} 

es ist daher 

d. h. der Punkt, dessen Abscisse 2p ist, liegt unterhalb des 
Horizontes. 

Die Wurfweite w ist mithin jedenfalls kleiner als die doppelte 
Abscisse des höchsten Punktes der Bahn. 

Aufgabe 87. Wie Aufgabe 86, doch ist der Widerstand dem 
Quadrate der Geschwindigkeit v proportional. Aus den für die 
Bewegung in horizontaler und vertikaler Richtung geltenden Diffe- 
rentialgleichungen soll Folgendes hergeleitet werden: 

I. die Geschwindigkeit Vx als Funktion der Bahnlänge 5, 
letztere von aus gezählt; 

II. eine Gleichung zwischen der goniometrischen Tangente 
des Tangentenwinkels x der Bahn und ihrer Länge, also 
zwischen tan t = ^' und s; 

III. die Koordinaten x und y des Ortes des geworfenen Körpers 
als Funktionen von tan r; 

IV. die Zeit f, vom Beginne der Bewegung an gezählt, als 
Funktion von y'\ 

V. desgleichen die Geschwindigkeit t;. 

6* 
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Lösung. Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier 

^X dVx , o , 9 ^^ 

-—r = —r- = JCV^ cos X ^= — kv^ -r-J 

dr dt ds 

d^y dvy 2 dy 

dt^ dt ^ ds 

Aus der Ersten derselben folgt 

dVx == — hVxdSy 



daher 



Vx = c COS yr"** 



Die Zweite kann in der Form 

d^y , ds 

geschrieben werden. Da nun andererseits, wie man bald findet, 

d^y , dPx , dx dy' dx dy' ds 

dt^ ~'^ lie '^ ~d't~dt ~ ~di ~dt'~ ^'^ d7 

ist, so entsteht 

dy' 

Aus dieser Gleichung und aus der obigen für Vx folgt 

dx c^ cos^ y ' 

also, wegen ds = yi -j. y'^dx, 

Vl+y'^dy' = - -^Af- e'^^ds; 

c^cos^y ' 

mithin durch Integration 
wobei die Eonstante 



2 .. i 



O S6C V 

= 2 ^ + tan ysecy-^l (tan y +. sec y), 

fCC 

Hiermit ist der zweite Teil der Aufgabe gelöst. 
Die vorstehenden Gleichungen liefern nun 

dy' 



X 



V y'V^^y 



V />^iT~/* + K/ + yi+/')-c' 
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und - , - , 

y äy 

y 






y n +y'^ + i (»' + 1/1 + »'') - G 

als Koordinaten des Ortes. Hierbei gehen die Integrationen von 
tan y bis y. Da sie jedenfalls ^ wenn auch nur näherungsweisa, 
ausführbar sind, so erhält man qi> und y als Funktionen von y\ 
d. h. die Koordinaten der Bahnpunkte für jede beliebige Neigung 
der Tangente. Die Bahn ist mithin konstruirbar. 

Für y = ergiebt sich die Lage ihres Scheitels; für t/ = 
die Wurfweite. 

Man findet ferner, dafs der Erstere nicht senkrecht über der 
Mitte der Letzteren liegt, sondern weiter, dafs der von ihm aus 
abwärts gehende Teil der Bahn sich schneller senkt, als der 
andere ansteigt und dafs er eine vertikale Asymptote besitzt. 

Für die Zeit, welche der Körper braucht, um bis an eine 
durch die Lage der Bahntangente gegebene Stelle zu kommen, er- 
hält man unter Benutzung des Vorhergehenden 



Vffk J Vo-y' Vi 



+ y"-i{y+Vi+y") 

wobei die Integration sich ebenfalls von tan y bis y erstreckt. 
Endlich ergiebt sich 

.9 1 + y'^ 



V 



Ä C-y'-yi+y'^-l (y' + Vl+ y") 



Dies nähert sich für in^s Unendliche wachsende y der Grenze f-j 

k 

die Bewegung bekommt also immer gröfsere Ähnlichkeit mit einer 
gleichförmigen; der Widerstand kv^ wird gleich ^, also gleich 
dem Gewichte des geworfenen Körpers, 

Anmerkung. Von den beiden Differentialgleichungen der Be- 
wegung, welche als Ausgangspunkte der Lösung gedient haben, war 
die erste zwar leicht, die zweite aber schwer integrierbar. Dies läfst 
sich vermeiden, wenn man die zweite Komponente der beschleuni- 
genden Kraft nicht in der Bichtimg der Schwere, sondern in der 
des Krümmungshalbmessers q der Bahn nimmt. Dann lauten die 
Differentialgleichungen der Bewegung 

dVx - o dx 



dt ds 
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wie vorhin, hingegen^ vom Früheren abweichend, 

=5 ^ C05 T. 



v' 



yVegen 9 = — — ist dies 

« dt 

«;* -7- = — g cos T. 
ds 

Da nun die erste dieser Gleichungen nach dem Obigen 

,—k8 



liefert, also 



Vx ^= c cos y c 



Q-kB 



so entsteht 



V ^== c cosy 

cos X 

(? co^ y dx 3,, ^ 

g cos^ X 

das ist die vorhin auch erhaltene Gleichung 

VT+7* dy = - -j^ e"' ds. 

c O08 y 

Nun folgt das früher hieraus Abgeleitete. 

Aufgabe 88. Der Wurf erfolgt unter denselben Umständen, 
wie in der vorigen Aufgabe, jedoch bei so geringem Erhebungs- 
winkel /, dafs in dem oberhalb des Horizontes gelegenen Bahn- 
teile tan^x vernachlässigt, also näherungs weise ds = dx und s = x 
genommen werden äarf. 

Man soll, mit Benutzung der in der vorhergehenden Lösung 
enthaltenen Besultate, bestimmen: die Gleichung der Bahn, die 
Wurfweite w^ die Wurfhöhe Ä, die Wurfzeit t überhaupt und die 
zur Erreichung des Scheitels nötige t^ insbesondere, die Geschwin- 
digkeit «;, mit welcher der geworfene Körper fliegt und diejenige Vj, 
mit der er die höchste Bahnstelle durchläuft. 

Lösung. Als Differentialgleichung der Bahn erhält man 

äy = — o ^f o e^*"' dx-, 
<r cos y 

hieraus folgt durch Integration 
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Die Wurfweite ist durch die transcendente Gleichung 

210 {g + c^Tc sin 2y)w = g (c^*«^ — 1) 
bestimmt. 

Für die Wurfhöhe ergiebt sich 

(g + (?h sin 2y) r—^ ^ — (^k sin 2 y 

g 

Zur Erreichung der Bahnstelle xy braucht der geworfene 
Körper die Zeit 

t = (e** — 1) 

cJc cos Y ^ 



(ßckcosy) 



2 



und im Scheitel langt er in dem Augenblicke 

-| /g -}- c^ k sin2 y 
V 9 



1 

U = 



^ ck cos y 
an. 

Seine Geschwindigkeit ist im Allgemeinen 

V = c cos y e~** 

und an der höchsten Stelle der Bahn 



— 1 



l/ ~^ 

v,=^ccosyy^-^~^^^^ 

Aufgabe 89. Auf einen materiellen Punkt, welcher sich zur 
Zeit Null im Koordinatenanfange eines rechtwinkligen Systems 
in Ruhe befindet, wirken zwei konstante Kräfte A und B In der 
Richtung der positiven x, bezüglich in der der positiven y. Die 
Bewegung erfolgt in einem Mittel, welches proportional der Ge- 
schwindigkeit V imd derartig widersteht, dafs die Stärke des Wider- 
standes für die Einheit von v gleich k ist. Man soll berechnen 

I. welche Geschwindigkeiten t?^., Vy^ v der Punkt zur Zeit t 

besitzt und welchen Grenzen sich dieselben nähern; 
II. wo er sich zu dieser Zeit befindet; 
III. in was für einer Bahn er läuft. 
Lösung. Die gesuchten Geschwindigkeiten sind: 

t;,= |(l-e-*0. 



V (1 — e ^')' 
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Sie gehen bei in's Unendliche wachsender Zeit über in — , bezüg- 
lieh •-- und ; die Bewegung wird also einer gleich- 

rC rC 

förmigen immer ähnlicher. 

Für die Koordinaten des Ortes des sich bewegenden Punktes 
findet man . 

«^ = jfcf (*« + e-*' - 1), 

mithin als Gleichung der Bahn 

B 

Sonach erfolgt die Bewegung von aus in einer Geraden, 

die den Winkel arctan — mit dem positiven Teile der a;- Achse 

bildet. (Dies kann .man ohne Bechnung voraussagen und, falls 
es geschehen ist, das Ganze als nach Kapitel I gehörend behandeln. 
Vergl. Nr. 30.) 

Aufgabe 90. Wie die vorige Aufgabe, doch liegt eine Anfangs- 
geschwindigkeit c vor, deren Richtung den Winkel a mit der der 
positiven Abscissen bildet. Ferner soll sich J. zu jB verhalten, 
wie cos a zu sin cc. Die Untersuchung der Bewegung wird in dem- 
selben Umfange wie bei Nr. 89 verlangt. 

Lösung. Man kommt zu den mit dem Vorhergehenden leicht 
vergleichbaren Besultaten 

t;^. =3 — (l — e~*') -{- € cos a e~"*', 

Vy = — (1 — c""*') -{- c sin cc c""*S B = Ä tan et ^ 



« = ^ (fc< + e-*' - 1) + -^- (1 - e-*'). 

-ß /, . 1 1.4 .\ t <^ sin a , -,- 

y = ^ (*< + «"*' - 1) + -y- (1 - c-*')> 

y = X tan a. 
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Sie lehren, dafs auch hier die Vx^ Vy und v sich den Grenzen 



— > — » ^ nähern und dafs auch hier die Bewegung ge- 

radlinig erfolgt, nämlich in der Eichtung der Anfangsgeschwin- 
digkeit c. 

IL Krnmmlinige Bewegnngen im Räume. 

A. Vorgeschrieben die Art der Bahn, in welcher sich 
der Punkt bewegen soll, oder die Geschwindigkeiten 

desselben, oder beides. 

Aufgabe 91. Die Bewegung eines materiellen Punktes erfolgt 
derartig, dafs die rechtwinkligen Koordinaten x^ y^ seines Ortes 
immer dem Quadrate der verflossenen Zeit proportional sind, für 
die Einheit der letzteren aber die Längen a, ^, c haben. 

In was für einer Bahn läuft er? Mit welchen Achsen- 
geschwindigkeiten und mit welcher Bahngeschwindigkeit? Wie 
sind die ihn treibenden, im Sinne der positiven Koordinaten wirken- 
den Kräfte Z, Y und Z beschaffen? 

Lösung. Die Bahn ist eine durch den Ursprung des Systems 
gehende Gerade, deren xy- und aj^sf- Projektionen mit der o;- Achse 

h c 

die Winkel arctm — und arcta/n — bilden. 

a a 

Die Achsengeschwindigkeiten nehmen zu, wie die Zeiten oder 
wie die Quadratwurzeln der Koordinaten; es ist nämlich 

Vx = 2at = 2 yax^ 

t;^ = 2&^= 2 yhy, 

Vz = 2ct = 2 yc0. 
In der Bahn herrscht die Geschwindigkeit 



v = 2ya^ + b^ + cU=2 Yax + &2/ + C0. 
Die Kräfte, denen der Punkt unterliegt, sind konstant und zwar 
X=2a, Y=2hj Z=2c. 
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Aufgabe 02. Die rechtwinkligen Koordinaten eines sich be- 
wegenden Punktes hängen durch die Gleichungen 

in denen die a, h und c bekannte konstante Gröfsen sind, von der 
verflossenen Zeit t ab. 

Man soll angeben, welcher Art die Kräfte X, Y, Z sind, die 
diese Bewegung erzeugen, und welche Geschwindigkeiten v^, Vy^ 
Vg, V der Punkt zur Zeit t besitzt. 

Lösung. Zunächst findet man 

Vy = &i — Ä&2 e~*', 



und hat damit auch v = Yvx^ 4" ^y^ "I" ^«^' 

Weiui die ZeJt in's Unendliche wächst, so nähern sich Vxj 
Vy und Vg den Grenzen a^, h^ und c^; mithin nähert sich v der 

Grenze yai^+ h^^ + Cj^; die Bewegung wird also einer gleich- 
förmigen immer ähnlicher. 

Für die beschleunigenden Kräfte ergiebt sich 

Y=kH2 e~*S 
Z = k^C2 e-*', 
wofür auch geschrieben werden kann 

X = ktti — kvx^ 
F= kb^ — kvy^ 
Z = kc^ — kvz* 

Man ersieht hieraus, dafs diese Kräfte immer abnehmen und 
sich der Grenze Null nähern; ferner, dafs die Bewegung hervor- 
gebracht werden kann, indem man an dem Punkte drei konstante 

Kräfte Äa^, Äfe^, Äc^, deren Richtungen senkrecht auf einander 

« 

stehen, wirken läfst und zwar in einem Mittel, welches propor- 
tional der Bahngeschwindigkeit v derartig widersteht, dafs für 
«? == 1 der Widerstand = k ist. 
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Aufgabe 93. Die Geschwindigkeit, mit welcher ein irgend 
wie sich bewegender Punkt in seiner Bahn läuft, ist immer eine 
Punktion der in der letzteren zurückgelegten Strecke, also v = f(s)'^ 
welche Zeit t braucht er zum Durchlaufen von s und welche (t^) 

speziell dann, wenn i; = (c + ^)" ist? 
Lösung. 

wobei die Konstante so bestimmt werden mufs, dafs für 5 = 
auch ^ == ist. 

Femer, für /^ = 1, 

hingegen, für n ^ 1 , 



,-.^-, 



(c 4- sf-" — c>-» 

'» r—n 

Aufgabe 94. Im Sinne der rechtwinkligen Koordinaten x, t/, 

rückt ein punktartiger Körper mit den Geschwindigkeiten Vx= L )/ä?, 

Vy = MYy^ «;, = ^]/^vor, indem er seine Bewegung zur Zeit 
Null im Anfange des Systems beginnt. 

Was für Kräfte Z, F, Z treiben ihn an? Welcher Art ist 
die Bahn, in der er läuft? 

Lösung. Die beschleunigenden Kräfte sind konstant, nämlich 
iL\ ^M^ imd ^N^. 

Die Bahn ist eine durch den Koordinatenanfang gehende Ge- 

rade, deren xy- und a;;ef- Projektionen die Winkel arctan — g» 
bezüglich arctan — g? mit der o;- Achse einschliefsen. 



Aufgabe 95. Zwei der Bahnprojektionen eines Punktes haben, 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, die Gleichungen 

y^=^Ax, 

z = Bx — a 

Die Geschwindigkeit, mit welcher er parallel zur ä;- Achse sich be- 
wegt, ist 



Vx== ^h ya^ — X' 



Der Lauf hat zur Zeit Null an der Stelle aJ)c begonnen. 



^ 
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Man soll das Nähere über die Natur desselben ermitteln; 
namentlich über die zu allgemeinen Zeiten und an allgemeinen 
Bahnstellen herrschenden Geschwindigkeiten, über die Art der den 
Punkt bewegenden Erftfte und über die Orte, an denen er sich zu 
den verschiedenen «Zeiten befindet. 

Lösung. Die Bahn ist, wie die gegebenen Gleichungen lehren, 
eine Gerade, welche durch diejenige Stelle der ^' Achse geht, die 
um C unter dem Koordinatenanfange liegt. 

Zur Zeit t befindet sich der Punkt an dem Orte 

X = a cos kt, 

y = Aa cos kt^ 

z = Ba cos kt — G 
und bewegt sich mit den Geschwindigkeiten 

Vx = — ak sin kt, 
Vy = — Äak sin kt, 
Vg = — Bak sin kt, 



f? = aÄ; )/l + ^2 + -B^ 5^^ ^^^ 
in deren Werten sinkt durch 

+ 1|/^^"^, + J- y (Z^yCTp oder + ^ y(Bäy—{z+C)^ 

ersetzt werden kann. 

Man erkennt, dafs die Bewegung eine periodische ist, bei welcher 

die Zeit — - zu einer ganzen Schwingung gebraucht wird. 
k 

Die beschleunigenden Kräfte sind 

X = — ak^ cos kt =^ — ]^x, 

Y = — Aak^ cos kt = — k^y, 

, Z = — Bak^ coskt= — k^{z + C). 

Es können also die vorliegenden Bewegungserscheinungen z. B. 
dadurch erzeugt werden, dafs der Punkt nach dem Koordinaten- 
anfange hin einer Anziehung unterliegt, die dem Abstände r pro- 
portional ist, für r =3 1 aber die Stärke k^ besitzt und dafs auf 
ihn aufserdem noch eine im Sinne der negativen z gerichtete Kraft C 
(etwa seine eigene Schwere) wirkt. 

Aufgabe 96. Ein materieller Punkt bewegt sich derartig, dafs 



j 

i 
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die Horizontalprojektion seiner auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system bezogenen Bahn die Gleichung 

h 
a 

■ 

besitzt. In der Richtung der y- Achse hat er die Geschwindigkeit 

Vy = 4^hJc sin 2Jct; 
in der Richtung seiner Bahn 



v = i]e Ya^ + &2 + c^ sin 2ht 

Zur Zeit Null befand er sich im Koordinatenanfange in Buhe. 

Man soll seine Bewegung untersuchen, nämlich ermitteln, welche 
Achsengeschwindigkeiten Vx tind Vg er zur Zeit t besitzt, wo er 
sich zu dieser Zeit befindet, in was für einer Bahn er läuft, ob 
und wie seine Bewegung periodisch ist, welcher Art die beschleu- 
nigenden Kräfte sind; die sie erzeugen und ob dieselbe vielleicht 
dadurch hervorgebracht werden kann, dafs der Punkt proportional 
der Entfernung, angezogen wird durch den Koordinatenanfang 
und durch drei Punkte A^ B^ (7, von denen A auf der ä;- Achse 
um a, B auf der ^- Achse um h, C auf der ;8?- Achse um c von 
entfernt liegt. 

Lösung. Die Achsengeschwindigkeiten Vx und Vg sind 

Vx = ^ak sin 2kt^ 

^« = icÄ sin 2 Jet] 

die Koordinaten des Ortes 

X = \a (1 — cos 2kt) = ^a sir? kt^ 

^ = J& (1 — cos 2kt) = ^b sin^ kt^ 

j8f = |-c (1 — cos 2kt) = ^c sin^ kt. 

Die Bahn ist eine von nach der Stelle ahc gerichtete Gerade, 
denn die Gleichungen ihrer Projektionen lauten. 

h c c 

a a h ^ 

Die Bewegung ist eine periodische. 

Für < = 0, ^, 2^, 3^, ist fl? = 0, y = 0, ie: = 0; 

K fC rC 

für t = ^T-, |-, |-, ist aj = ^a, ^ == -^6, == |c, 

tC tC h/ 
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und es sind dies die kleinsten, bezfiglich die grotsten Werte, welche 
die Koordinaten erreichen können. 

Zu einer ganzen Schwingung wird die Zeit T = — gehrauchi. !i 

Femer sieht man, da£s r,, r, und r, gleich sind, f&r ^ = O, 

— 1 2 -j 3^,....; jedoch auch filr / = J— t f— » |^— , 

k k k k k k 

Die grofsten nnd kleinsten Werte Ton r,, r,, r, und r, nSm- 
lieh ±iak, + ihk,±i ck, ± i Ya' + b' + ? k, treten mrx=\a, 

y = J6,. = |.ein,dasi.tzadenZeitenf = i^,i^,i^,.... 

i Ar 1: 

Ffir die beschleunigenden KrSfte findet num 

X = ajfe* cö* 2 Ärf = ** (a — 4 x), 

r = 2^*2 CO* 2 */ = ** (6 — 4 y), 

Z = c** cos 2 kt = iL-* (c — 4 r). 

Da die Ton den yier Punkten O, A, B und C ausgefibten An- 
ziehungen auch diese X, Y und Z liefern, wenn-fttr die Einheit 
der Entfernung die IntensitSt der Attraktion gleich 1f ist, so kann 
die Torliegende Bew^ung durch sie erzeugt werden. 

B. Vorgeschrieben die Kräfte, welche die Bewegung 

erzeugen. 

Aufigabe 97. Gewisse einen Punkt beeinflussende KrSfte 
setzen sich zu den im Sinne der positiven Koordinaten wirkenden 
konstanten X = A*, Y = B^ und Z ^= C^ zusammen. Die Be- 
wegung beginnt zur Zeit Null vom Ursprünge des rechtwinkligen 
Sjstemes aus mit der Geschwindigkeit c, deren Richtung die spitzen 
Winkel a, ß, y gegen die Achsen bildet 

Welche Geschwindigkeiten t'x, t7y, t?., v herrschen an der 
Stelle xyz'> 

Wie viel Zeit braucht der Punkt, um bis hierher zu kommen? 

Wo befindet er sich zur Zeit /, und welche Werte haben in 
diesem Augenblicke die r^, t;,, v^ und t;? 

In was für einer Bahn Ifiuft er? Wie ist sie beschaffen für 
C = B = A und y = /J = a? 
. Lösung. Man findet zunächst 
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Vy = y?lös^J+^2Wy; 

mithin ' 

Zur Erreichung der Stelle xyz ist die Zeit 

4 

t=^{yc^cos^ct-^2^x - ccosu) = 4 (yc^co^V + 2 B^y-ccosß) 

= -^ (l/c* cos^ y + 2 C^;e> — c cos y) 

nötig. Zu derselben sind die Koordinaten des Ortes 

x=^{c cos a)t -{- ^ A? f, 
y = (ccosß)t + i B^ t\ 
z = (ccosy)t + \ C^ f, 
und die Geschwindigkeiten. 

Vx ^= c cos et -^ A? t, 
Vy = c cos ß -\- B^ i; 
Vz '^ c cos y "{' C^ t^ 

V = yc^ + 2c{A^cosa+B^cosß'\'C^cosy)t+.{A^+B^+C^)t^, 

Alle diese Ausdrücke sprechen ziemlich einfache Gesetze aus. 
Die a;^-Frojektion der Bahn ist eine gemeine Parabel; 
ihre Gleichung lautet 

B^x^ + A^y^ ^ 2 A^ B^ xy — 2 ccosß{A^ ccos ß — B^ ccosci)x 

+ 2 c C05 a {A^ ccosß — B^ c cos a) y = 0. 

In dem in der Aufgabe bezeichneten speciellen Falle ergiebt 
sich eine durch den Eoordinatenanfang gehende Gerade, welche 
einen Winkel von 45^ mit der a;- Achse einschliefst. Das Analoge 
gilt für die beiden anderen Projektionen. 

Aufgabe 08. Wie Nr. 97; auch in demselben Umfange zu 
lösen; doch sind die beschleunigenden Kräfte den Koordinaten 
Xf y, proportional und haben nur für die Einheiten der letzteren 
die Werte A\ B\ CK 



* Nochmals wird auf die am Schlüsse von Nr. 74 stehende ,,An- 



»r 



merkuDg" aufmerksam gemacht. 
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Lösung. Die Geschwindigkeiten sind dann 



Vx = y(? cos^ cc + A^ x^^ 
Vy = y(? cos^ ß -|-~5V, 
V, = Yc^ cos^ y + ^* ^*i 



Die Stelle xyz durchläuft der Punkt in dem Augenblicke 



1 -4a: + V<^ <^s a + A? x^ 
A c cos a 

welcher auch bezeichnet werden kann, indem man auf der rechten 

Seite der Gleichung A, a und x durch B, ß und y, bezüglich (7, 

y und e, ersetzt. 

Ferner sind zur Zeit t die Ortskoordinaten 

ccos cc . . _.. 

X ^^(^ — ^ )' 

und es herrschen um dieselbe die Geschwindigkeiten 

Vx = i ccos a (e^' + ß""*')» 

V» '^ ^ c cosy (c^* + ^""^0» 
t^ = yt;/ + t;/ + t7,*. 
Für die Bahn findet man 

c cos ß f ^ 



--^(i^^r^) 



25 

als Gleichung der or^- Projektion und 

als solche des x^er-Risses, wenn zur Abkürzung 



Ax + yj^ ar* + (^cos'a ^ 



c cos a 
gesetzt wird. 
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Für den am Schlüsse der Aufgabe 97 erwähnten besonderen 
Fall geht auch hier die Bahn in eine geradlinige über, welche 
die Gleichungen 2/ =» a; und ß = x besitzt. Dieses Resultat er- 
giebt sich sofort auch ohne Rechnung aus der Natur der Sache. 

Aufgabe. 99. Zur Zeit Null befindet sich ein materieller 
Punkt an der'^Stelle a'bc eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
in Ruhe. Er unterliegt seiner eigenen Schwere, die im Sinne der 
negativen z wirkt, und einer Anziehung nach dem Koordinaten- 
anfange, welche dem Abstände r von demselben proportional ist 
und für r = 1 die Stärke k^ hat. 

Man soll (in passender Reihenfolge) berechnen, welche Ge- 
schwindigkeiten Vxt Vy, Vg, V zur Zeit t und an der Stelle xyz 
vorliegen; wie lange es dauert, bis der sich bewegende Punkt 
hier her kommt; welches um die Zeit t die Koordinaten seines 
Ortes sind; in was für einer Bahn er läuft; ob die Bewegung 
periodisch ist und in welcher Weise. 

Lösung. Nach Verflufs der Zeit t herrschen die Geschwin- 
digkeiten 

Vx =^ — ah sin kf, 

Vy = — hk sin kf, 

Vz = stn kt, 

k 



«, = —-- y{a^ -f b«) A;* + (^ + cUy sin U 

Kl 

oder, wenn mit r^ der ursprüngliche Abstand des Punktes vom 
Koordinatenanfange bezeichnet wird, 

t; «= — V j/^Vo^ + g^ -\-2 cgk^ sinkt 
An der Stelle xyz haben sie die Werte 



t^a; = + Ä; ycF— ÄJ^, 



Vy = ±ky^-y\ 



V, = ± yk^ {0^ _ ^2) ^ 2 ^ (C - Z) 

oder, was mit den beiden vorhergehenden Ausdrücken besser über- 
einstimmt, 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 7 
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und endlich 

V = ± l/Ä''(V-r*>+2j;(c-«), 

welches letztere sehr leicht auf noch ander^ Formen gebracht, 
nämlich durch x, y oder z allein ausgedrückt werden kann. 
Femer ist 

1 X 1 2/1 g 4- 1<? z 

t = -z- arc cos — = — arc cos — = - arc cos — -. — tk— 

k a k h k g -\- kr c 

diejenige Zeit, zu welcher sich der Punkt an der Stelle xyz befindet* 
Die Koordinaten der Letzteren haben, ausgedrückt durch die 
Erstere, die Werte 

X '^= a cos kt^ 

y = h cos kt. 



Mithin sind 



^ == p { {9+ck^)coskt—g ] . 



h 
a 

,_9 + ck\ si 
'~ ak^ '^~k'' 



g + ck\ g 

die Gleichungen der drei Projektionen der Bahn. Dieselbe ist also 
eine Gerade, von dem Anfangspunkte ahc nach derjenigen Stelle 

k' 
anfange liegt. 

Die vorstehenden Resultate lassen die Bewegung als eine 

periodische erkennen und zwar als eine solche, bei welcher 

a?, y und z gleich a, h und c sind zu den Zeiten 0, 2 — ? 4 — » ••• ? 



der ;ef- Achse gerichtet, welche um —^ unter dem Koordinaten- 



hingegen gleich 0, und — -^i für t = ^ — i f~? f^»***» 



endlich gleich — a, — h und -^ — » wenn t =—t 3 — > ö 



TT 



p— ,wenn< = -, 3-. .^ 
Die Dauer einer ganzen Schwingung ist also 

r=2v- 

k 
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Die Geschwindigkeit in der Bahn geht von Null bis 

Aufgabe 100. In der Spitze einer dreiseitigen Pyramide 
OABC, welche die Kantenlängen OA = a, OB = &, OC = c 
und bei eine rechtwinklige Ecke hat, befindet sich zur Zeit Null 
ein materieller Punkt in Ruhe. Er wird von den vier Ecken 0, 
A, B, C proportional der Entfernung und zwar derartig angezogen, 
dafs für die Einheit der letzteren die Stärke der Attraktion gleich 
h^ ist. 

Es soll (in geschicliter Folge) erforscht werden, wo sich der 
Punkt zu der Zeit t befindet, in was für einer Bahn er läuft, 
welche Geschwindigkeiten Vxi Vy, v», t; er an der Stelle xyz und 
um die Zeit t besitzt, ob die Bewegung periodisch ist und wie. 

Lösung. Auf ein System bezogen, dessen a?- Achse OA, 
dessen «/-Achse OB und dessen ;^- Achse 00 ist, sind die Koor- 
dinaten des Ortes zur Zeit t 

X = ^ a sin? Jct^ 

y = \h sin? 7ct^ 

z = ilc sin^ Tct 

Hiemach erkennt man die Bahn als eine von nach ahc 
gerichtete Gerade. ' 

An der Stelle xyz herrschen die Geschwindigkeiten 
ü^ == 4- ^ )/2ir(a— 2a;), 



Vy^±,l^V'^y{b-2y), 



V, = + 1cy2z{c'-2z), 



v = ±k y2[{ax + by-i'cz) — 2{x^+y^+z^)l 

m 

Die Letzte derselben kann auch leicht durch x, y oder z 
allein ausgedrückt werden, nämlich 

h 



t; = + - V'2 (a^ + &2 + (?) {a—2x)x 
u 

und, in ganz entsprechender Weise, v als Funktion von y, oder 
als solche von z. 

Um die Zeit t besitzen die Geschwindigkeiten die Werte 

1^* 
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"f^x = ^aksin2kt, 
v,j = ^hTcsin2kt, 
Vt = ^cksm2kt^ 

v = ^y'a^-{- b^ +72 ksin2kt 

Aus diesen Resultaten erhellt, dafs die Bewegung eine perio- 
dische ist. Null und ^ a, ^ h, ^ c sind die kleinsten, bezüglich 
die gröfsten Werte, welche die Koordinaten rr, y, z erreichen können; 

Tt 7C 7t j* 

die kleinsten treten ein zu den Zeiten 0, — » 2—? 3 1 • • • ? "*® 

K K K 

% % % I 

gröfsten um ^ — 1 |-— » fT'**** 

fC rC fC , 

7t 

Es ist daher — die Dauer einer ganzen Schwingung. 

k 

Die Maximal- und Minimalwerte von Va-, Vy^ v^ und v sind 



bezüglich + ^ ak, + ^ hk, + ^ ck, + ^ ^a^ + [>2 ^ c'k. Sie 

liegen vor zu den Zeiten i^, f ^, f-^ , . . . , d. i. dann, wenn i 

k k k 

X = \ a^ y = {l, z = \ c ist. 

Zu Null werden diese Geschwindigkeiten lür 

Aufgabe 101. Drei konstante Kräfte A, B, C, welche auf 
einander senkrecht stehen, beeinflussen einen materiellen Punkt, 
der anfänglich die Geschwindigkeit Vq unter den Winkeln A, f*, v 
zu A, B, C besitzt. Das Mittel, in welchem er sich bewegt, 
widersteht der Geschwindigkeit proportional und derartig, dafs für 
die Einheit derselben der Widerstand gleich -k ist. 

Die Koordinaten x, y^ des Ortes, die Geschwindigkeiten 
Vx> Vy> ^«* ^ und der letzteren Grenzwerte, sollen als Fimktionen 
der vom Bewegungsbeginne an gezählten Zeit t berechnet werden 
und zwar bei Zugrundelegung eines Systems, für welches die Rich- 
tungen der Achsen der x, y und zusammenfallen mit denen der 
Kräfte A, B und C. 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Resultaten, in 
denen zur Abkürzung Vq cos k mit a, Vq cos fi mit /3, Vq cos v mit y 
bezeichnet wurde: ^ 
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.X = ~, [AM +{A- Jca) (c-*'- l)} , 
y = ^, {SM + iB- kß) (e-*' - 1)} , 
^ = l.iCkt + {C - ky) ie-^' - l)} , 
V:,=--{Ä-{Ä-ka)e-''}, 

v, = j[C-{0-kY)e-''}, 



womit auch v = YvJ^ H" ^/ + ^»^ bestimmt ist. 

Die Geschwindigkeiten Vx^ Vy^ Vg und v nähern sich, wenn t in's 

Unendliche wächst, den Grenzen —> — ? — » — l/j.2 ^ ^2 i ^2 . 

iC K fC fC 

die Bewegung wird also einer gleichförmigen immer ähn- 
licher. 



1 



Capitel IIL 

Aufgaben über die Bewegung eines Punktes anf 
vorgeschriebenen festen Bahnen. 

ZuBammenstellung des im Kaohfolgenden Angewendeten. 

Die Bewegung eines Punktes auf ei^er vorgeschriebenen festen (un- 
veränderlichen, starren) Linie oder Fläche läfst sich auf eine freie 
Bewegung desselben zurückführen, wenn man den Widerstand, 
welchen die Linie oder Fläche leistet, durch eine Normalkraft er- 
setzt. Es gelten dann eben die für freie Bewegung bekannten Sätze 
und Gleichungen. (Man vergleiche die „Zusammenstellung^' zu 
Cap. II.) 

I. BewegUBg anf einer ebenen festen Linie. 

A. Ohne Widerstand. 

Aufgabe 102. Auf einer in einer Yertikalebene liegenden Kurve 
(Fig. 10), deren Gleichung 

gegeben ist, rollt ein materieller 
Punkt infolge der alleinigen Wir- 
kung der Schwere herab. Er be- 
ginnt seine Bewegung zur Zeit Null 
an einer Stelle J., deren z den 
Wert h besitzt, mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c. Man soll 
I. seine Bahngeschwindigkeit v 
als Funktion von z bestim- 
men, mit besonderer Berück- 
sichtigung des Falles c = 0;' 
n. diejenige Zeit t, welche er 
braucht, um bis zur Höhe z 
^^^^' ^^' herabzurollen; 



i 



I 
I 
i 
I 
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III. soll man angeben, wie sich 0^ Xy t;, die Tangentialkraft T 
und der Druck 2), welchen die Kurve erleidet, als Funk- 
tionen der Zeit t berechnen lassen. 
Lösung. I. Denkt man sich den von der Kurve geleisteten 
Widerstand durch eine Normalkraft N ersetzt, so lauten die Diffe- 
rentialgleichungen' der Bewegung 

d^x . dz 

-— - = — N smx =■ — iV— -» 
df ds 

^^^ AT TV7 ^^ 

^ = Ncos.-g^N—^gy 

wobei unter s der von der ;ef- Achse aus gezählte Bogen verstanden ist. 
Durch Elimination der Normalkraft N und mit Beachtung von 

>2 /^^\2 /^^\2 



^ dt^ \dt/'^\dt) 



folgt hieraus 

1) v = ± ]/c2 + 2^(Ä-4 

Diese Gleichung lehrt, dafs die Geschwindigkeit v des Punktes 
ganz unabhängig ist von der Natur derjenigen Kurve, auf welcher 
er herabrollt, dafs sie vielmehr nur von der Höhe h — z abhängt. 
Der Punkt erlangt also, wenn er auf irgend einer vertikalen Plan- 
kurve durch irgend eine Höhe herabrollt, dieselbe Geschwindigkeit, 
als wenn er diese Höhe frei durchfällt. 

Für c = ist 

v = ±y2g{h-z), 

mithin die Geschwindigkeit der Quadratwurzel aus der durchrollten 
Höhe proportional. 

Die Gleichung 1) kann übrigens auch — und schneller ' — da- 
durch gefunden werden, dafs man g in eine normale und in eine 
tangentiale Komponente (T) zerlegt. 

II. Diejenige Zeit f, welche verstreicht, bis der Punkt zur 
Höhe z herabrollt, folgt aus l) und aus 



= _ ^ = - Vä^^+Jl. _ __ ]/l +f(zy ^^ 
dt dt dt 



leicht zu 



=W^ 



2) ' = +/ 1/ . ;t,yZ ,) ^f + Const. 



I 
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Sie ist also (im Gegensatze zu v) von der Art der Kurve ab- 
hängig. 

III. Aus 2) folgt 

^ = 9 (^)> 
also, wenn diese Gleichung nach z lösbar ist, 

daher . 

und 

Sodann hat man für die Tangentialkraft | 

dz 
T = g sint ^= g—-- 

as 

Endlich ist der Druck D, welchen die Kurve erleidet, die 

dx 
Resultante zur Normalkomponente der Schwere, d. i. zu ^ cös r = ^ --i 

und zur Centrifugalkraft — 

Q 

Diese Ausdrücke sind, unter Benutzung der vorhergehenden 
Gleichungen, schliefslich ebenfalls als Funktionen von t darstellbar. 

Aufgabe 108. Wo befindet sich der Punkt zur Zeit t und 
wie grofs ist um diese Zeit seine Geschwindigkeit t;, wenn die Kurve, 
auf welcher er herabrollt, die Gleichung 

9^2 {x + af = (c^ + 2gh — 1 - 2g zf 

hat, alles Übrige aber so ist, wie bei der vorhergehenden Aufgabe? 

Lösung. Wenn man zunächst — nach den bekannten Eegeln 
der analytischen Geometrie und der Differentialrechnung — die , 
Kurvenform untersucht, so bemerkt man gelegentlich mit, dafs 

c>l 
sein mufs, falls das Herabrollen aus beliebig vorgeschriebenem h 
möglich sein soll. Ist nämlich c < 1, so ergiebt sich das gröfste 
z der Linie kleiner als h^ so dafs dann die letztere gar nicht bis 
zu dem Anfangspunkte der Bewegung (A in Fig. 10) hinaufreicht. 

Auf dem in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe ein- 
geschlagenen Wege findet man 

z = h — t 

als diejenige Höhe, in welcher sich der rollende Punkt zur Zeit t 
befindet; ferner 
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als die in diesem Augenblicke herrschende Geschwindigkeit. 

Aufgabe 104. Im Allgemeinen wie Nr. 102. Die Gleichung 
der Bahn ist 

/ (^ + &)' + 2^^ - (c^ + 2gh - 1) = 0, 
wobei a der Abstand des Bewegungsanfanges A von der ;s^-Achse. 
Der Ort und die Geschwindigkeit des Punktes sollen als Funktionen 
der Zeit t berechnet werden. 

Lösung. Die Bahngleichung lehrt, dafs man es mit einer 
gemeinen Parabel zu thun hat und dafs auch hier c^l sein mufs, 
wenn für ein beliebig vorgeschriebenes h der Anfangspunkt A auf 
der Bahn liegen soll. 

Für die Koordinaten des Ortes des Punktes erhält man 

a; = a -f- ^ 

^ = 2V'* + Si'Ä - 1) - i ^(a + & + if; 
für die Geschwindigkeit 

Aufgabe 105. Die Gleichung der Bahn, auf welcher ein 
schwerer Punkt herabrollt, sei 

bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen ÄJ-Achse 
vertikal abwärts gerichtet ist Die Bewegung beginne ohne Anfangs- 
geschwindigkeit im Ursprünge des Systems, und es wirke nur die 
Schwere. 

Die Geschwindigkeit v^ die Abscisse x und der von der Bahn 
erlittene Druck JD sollen durch die Zeit t ausgedrückt werden. 

Lösung. Der in den vorhergehenden Lösungen benutzte Weg 
führt zunächst auf die Gleichung 




dx = y^lgt + Const 



♦ X 
Durch Anwendung der Substitutionen 



. + r/i - 1. «.„ 1/5 - , 



..*» ' 
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folgt hieraus sehr leicht 

x = a {>/(l + Uf — l}\ 



wobei 



-iVi 



2a 

ist und die Zeit vom Beginne der Bewegung an gezählt wird. 
Sodann ergiebt sich für die Geschwindigkeit 

V = 1/2^ { |/(1 + Uf - 1 } ; 
ferner für den Druck 

_ g_ yjr±hWE^_ ( 2 ( 1 + Ä 0* + 1 

2 l+ht I ^ ' ^ » 

Aufgabe 106. Ohne Anfangsgeschwindigkeit rollt (von dem 
Koordinatenursprunge aus) ein schwerer Punkt auf der Lemniscate 

r = ay cos 2 'i\> ^= a y sin 2 9 
herab. Man soll 

I. die Zeit t berechnen, nach deren Verlauf die allgemeine 

Stelle P der Kurve erreicht wird und 
II. diese Zeit mit derjenigen {t^ vergleichen, welche zum 

Durchrollen des Leitstrahles OP nötig sein würde. 
Lösung. Zunächst kommt man auf 

de 



r « J Vsin2 



sin 2^ cos 6 Ysin 2 9 
Da sich dies auf die Form 

bringen läfst, so entsteht 



wenn vom Bewegungsbeginne an gezählt wird. 

IL Die Zeit t^^ welche der Punkt brauchen würde, um auf 
dem Leitstrahle OP herabzurollen, ist (Lösung der Aufg. 5) be- 
stimmt durch 

s = \g cos^ , t^. 

Umgeformt und auf t^ reduciert, liefert dies den Satz, dafs 
die beiden Zeiten t und ^^ einander gleich sind. 
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Aufgabe 107. Das Herabrollen eines schweren Punktes er- 
folgt auf der starren Kurve 

Es beginnt zur Zeit Null an der Stelle A^ deren Koordinaten sind 



Xq = — — » Zq = 



9 " 2(7 

Dabei ist h eine positive Konstante und c die im Sinne der 
Abscissen gerichtete Anfangsgeschwindigkeit. 

Es soll zunächst die Natur und Lage der vorgeschriebenen 
Bahn angegeben werden, nachher aber die Art der Bewegung des 
Punktes, nämlich wie grofs seine Geschwindigkeit v an jeder Stelle z 
und zu jeder Zeit t ist, wie lange er braucht, um bis zur Höhe z 
herabzurollen, wie sich die Koordinaten seines Ortes als Funktionen 
von t ausdrücken lassen und welchen Druck D die Kurve zu jeder 
beliebigen Zeit erleidet. 

Lösung. Dafs die Bahn eine gemeine Parabel ist, deren 
Achse der le-Achse des Koordinatensystems parallel liegt, erkennt 
man sofort aus der Art ihrer Gleichung. Bringt man die Letztere 
auf die Nof malform |^ = 2_pf, so lautet sie 






(? 



lehrt also, dafs A der Scheitel ist und — der Halbparameter. 

9 

Für die Geschwindigkeit des Herabrollens findet man 

V = >/c2(r+Ä2)_2^^ und V = ^/<? -^-gH^. 
Bis zur Erreichung der Höhe z verstreicht die Zeit 

t = - y~^^ — 2 gz. 
Die Koordinaten des Ortes sind 

g 

g = — r. 

2g 2 

Der Druck D ergiebt sich zu Null. Dies lehrt, dafs die vor- 
geschriebene feste Bahn gerade diejenige Parabel ist, in welcher 
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der schwere Punkt frei gefallen sein würde, wenn er von A aus 
mit der Anfangsgeschwindigkeit c horizontal fortgeschleudert worden 
wäre. Hiervon kann man sich auch leicht unmittelbar überzeugen. 
(Aufg. 66 ist zu vergleichen.) 



Aufgabe 108. Ein Punkt, welcher nur seiner Schwere unter- 
liegt, soll auf einer vorgeschriebenen, einfach gekrümmten, festen 
Bahn derartig herabrollen, dafs er sich mit der Geschwindigkeit c 
gleichförmig vom Horizonte entfernt. Nach was für einer Linie 
mufs man jene Bahn krümmen, damit die Bewegung wirklich in 
der genannten Weise erfolge? 

Lösung. Wir nehmen den Anfangspunkt der Bewegung als 
Koordinatenursprung, legen die a;- Achse horizontal, die ;2f- Achse 
vertikal nach unten. Dann ergiebt sich (aus der Bedingung, dafs 
die Achsengeschwindigkeit Vz konstant, nämlich gleich c, sein soll) 



t 



1 + a;'2 
als Differentialgleichung der gesuchten Kurve. Hieraus folgt 



2 ^^3 



Die Bahn ist also eine semikubische oder NeiTsche Parabel 
— die bekannte Evolute der gemeinen. Der Halbparameter der 
Evolvente hat den (leicht konstruierbSren) Wert 



_p = 



c« 



3^' 

der Scheitel liegt im Abstände j? senkrecht über dem Anfangs- 
punkte der Bewegimg; die Achse fällt mit der Richtung der 
Schwere zusammen. 

Aufgabe 109. Wie Nr. 108; doch soll der rollende Punkt 
sich gleichförmig von der Anfangsstelle seiner Bahn entfernen, 
d. h. es soll in der Richtung der geradlinigen Verbindung des 
Ursprunges mit dem betreffenden Kurvenpunkte immer die Ge- 
schwindigkeit c herrschen. 

Lösung. Da t;^ gleich c sein mufs, so lautet die Differential- 
gleichung der Bahn 

ds 
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Dabei ist ein Polarkoordinatensystem zu Grunde gelegt, mit ver- 
tikal nach unten gerichteter Achse und dem Bewegungsursprunge 
als Pol. 

Auf dieses bezogen ergiebt sich die Polargleichung der Bahn zu 

r 



( ^_ r-^l=. + Const] 



oder auch, wenn die Substitution cos ^ = u benutzt wird, zu 



r 



= (Const 7= / — ; I • 



In beiden Ausdrücken müssen die Integral werte, die durch 
Quadraturen bestimmt werden können, so genommen werden, dafs 
für = auch r == wird. 

Aufgabe 110. Das Herabrollen eines nur der Schwere unter- 
liegenden Punktes beginnt mit der Anfangsgeschwindigkeit c an 
einer Bahnstelle A, Es soll derartig erfolgen, dafs sich derselbe 
dabei um ein festes Centrum mit einer Winkelgeschwindigkeit 
bewegt, welche der Entfernung von dem letzteren umgekehrt pro- 
portional ist und für deren Einheit den Wert c hat. Das Centrum 
befindet sich in der Ebene der Kurve und zwar in dem senkrechten 
Abstände OÄ ^= 1 von der letzteren. 

Die Polargleichung der Bahn soll bestimmt werden. Die Achse 
des Koordinatensystems wird durch 0, senkrecht zu 0-4 und ver- 
tikal nach unten gelegt. gilt als Pol. 

Lösung. Man findet 

2c^ 

r = -X—-^r:z= 

g {JycosedQ'^-Consf) 
oder, wenn cos Q = ca gesetzt wird, 

2c2 



g\Const— j y Y^r^^duij 



n 
wobei die Konstante so genommen werden mufs, dafs für == j. 

sich r = 1 ergiebt. 
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Aufgabe 111. Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system, dessen ;8^- Achse vertikal nach unten liegt, ist eine gemeine 
Kettenlinie durch ihre Gleichung 

m X X 

gegeben. Auf der Aufsenseite derselben rollt ein Punkt in Folge 
der alleinigen Wirkung seiner Schwere herab. Er beginnt seine 
Bewegung an der Stelle -4, deren z gleich a (> k) ist. 

Man soll denjenigen Ort bestimmen, an welchem der Punkt 
die Bahn verläfst (von ihr abspringt) und zwar sowohl für den 
Fall, dafs eine Anfangsgeschwindigkeit c da ist, als auch für den, 
dafs keine vorliegt. Dabei wird c selbstverständlich derartig vor- 
ausgesetzt, dafs es nicht ein sofortiges Wegfliegen veranlafst. 

L ösung. Das Abspringen tritt offenbar da ein, wo die Normal- 
komponente der Schwere, welche nach innen gerichtet ist, der nach 
aufsen wirkenden Centrifugalkraft gleich wird. Für die Erstere 
findet man 

für die Letztere hingegen, wenn zunächst Anfangsgeschwindigkeit 
vorausgesetzt wird, 

(? + 2g{z — a) 



k 



z^ 



Dies liefert als Ordinate der Abspringstelle 

2ag — €? 

ff 
oder, wenn man die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe h einführt, 

= 2 {a — h). 

Beginnt das Rollen vom Ruhezustände aus, so ist 

iS? = 2 a. 

Beide Ausdrücke sind vom Parameter der Kettenlinie unab- 
hängig. Der Erste hängt nur ab von a, c und g, oder von a und h ; 

der Letzte nur von a. 

* 

Aufgabe 112, Wie Nr. 111, doch ist die Bahn die allgemeine 
Kurve x = f{z). 
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Lösung. Auf dem vorhin angedeuteten Wege findet man, dafs 

1) gx (1 + x^) + \(? + 2^ (^ - a)] x = 

diejenige Gleichung ist, aus welcher sich das z der Abspringstelle 
ergiebt, wenn für die DifFerentialquotienten x und x' die aus der 
gegebenen Bahngleichung entnommenen Werte eingesetzt werden. 

(dx\ ( dz\ 

also statt -—] lieber / (nämlich -^-)» 

so geht l) über in 

g (1 + /«) - [c« +2gie- a)] e" = 0. 

Aufgabe 113. Mittelst der Gleichung 1) der Lösung der 
vorigen Aufgabe soll man untersuchen, wo der rollende Punkt, 
wenn er seine Bewegung im Koordinatenursprunge ohne Anfangs- 
geschwindigkeit beginnt, von der Bahn 



-i/sy 



abspringen wird. 

Lösung. Die genannte Gleichung l) liefert für diesen Fall 



-Yi-"^' 



lehrt also, dafs gar kein Abspringen erfolgt. 

Bei einiger Aufmerksamkeit wird man aber die zu diesem 
imaginären Werte von z führende Rechnung gar nicht erst aus- 
führen, vielmehr zunächst die Form der Bahn beachten und dabei 
sogleich bemerken, dafs im Eoordinatenanfange eine horizontale 
Tangente vorliegt, der Punkt mithin überhaupt gar nicht in Be- 
wegung gerät. 

Aufgabe 114. Aus der Höhe h soll (mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit c) ein nur der Schwere unterliegender Punkt auf fester 
Bahn so herabrollen, dafs die Zeit t, welche er zum Herabkommen 
auf h — z braucht, immer gleich x — a ist, wobei x und z die 
rechtwinkligen Koordinaten sind und a eine gegebene Konstante ist. 

Es soll, mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 102, berechnet 
werden, welcher Art die Bahn sein mufs, um diese Bewegung her- 
beizuftthren. 

Lösung. Die unter 102 dagewesene Gleichung 2) führt zu 
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dem Resultate, dafs die Kurve auf welcher der Punkt herabrollt, 
der Bedingung 

g^ {x - (7)2 + "Igz — (c^ + 2^Ä — 1) = 
genügen mufs. Hierbei ist C eine beliebige Konstante. Da sich 
der Ausdruck auf die Form 

bringen läfst, so erkennt man, dafs die gesuchte Bahn eine mit dem 

1 . . 

Halbparameter — konstruirte gemeine Parabel ist, deren Achse 

der vertikal stehenden ;2?- Achse des Systems parallel liegt, deren 

^2 + 2^Ä — 1 
Scheitel von der a;-Achse um absteht, sonst aber 

beliebig gewählt werden darf. 

Aufgabe 115, Wie Nr. 114; jedoch soll die Zeit i der durch- 
rollten Höhe Ä — z proportional sein und für die Einheit derselben 
gleich h. 

Lösung. Man findet, dafs 

("^ + ^^' = 97¥(*' ('* + 2^ [Ä - .]) - l)' 

die Gleichung der Bahn sein mufs. Die Natur *erse]ben kann 
hiernach leicht ermittelt werden, wobei selbstverständlich auch mit 
zu beachten ist, welchen Wert h höchstens haben darf, wenn die 
vorgeschriebene Anfangsstelle der Bewegung überhaupt noch auf 
der Kurve liegen soll. 

Aufgabe 116. An der Aufsenseite einer festen Kurve, welche 
auf ein Koordinatensystem bezogen ist, dessen js?- Achse vertikal nach 
unten und dessen ic- Achse horizontal liegt, rollt ein schwerer Punkt 
herab. Er beginnt seine Bewegung an derjenigen Stelle der Linie, 
deren z gleich a ist, mit der Anfangsgeschwindigkeit c. Zu be- 
rechnen ist, welcher Art die Bahn sein mufs, wenn sie von dem 
rollenden Punkte nirgends einen Druck erleiden soll. 

Lösung. Dafs der Druck verschwindet, kommt nur dann vor, 
wenn die Vertikalkomponente der Schwere der Centrifugalkraft 
gleich ist und im entgegengesetzten Sinne wirkt. Diese Bemerkung 
liefert die Differentialgleichung 

. gx (1 + x'') + \(? + 2^ (^ — a)] äj"= 0. 
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Aus derselben folgt zunächst 

X 



Vl+x' y{c^ — 2ag) + 2gz 
und dann 



x = — 2y{(^-2ag — Ä^) + 2gz + B, 

wobei Ä und B zwei willkürliche Integrationskonstanten sind. 
Die letzte Gleichung lehrt, auf die Form 

^ ^ g \ 2g J 

gebracht, dafs die gesuchte Bahn eine gemeine Parabel vom Halb- 

Parameter — ist, deren Achse der ^- Achse parallel liegt und deren 
9 

Scheitel die Koordinaten B und hat. 

^9 

Diese Parabel kann auch in eine vertikale Gerade übergehen. 

Beides kann man voraussagen, ohne die Rechnung durchzuführen. 

Die Konstante A wird bestimmbar, wenn man festsetzt, dafs im 
Anfange (also für z ^=^ d) der von der Richtung der Geschwindig- 
keit mit der ;ß?- Achse gebildete Winkel gleich a (also x = ian a) 
sein soll; man findet dann 

Ä = c sin a. 
Ebenso folgt 

hg 



B 



c^ sin a cos a 



falls noch vorgeschrieben wird, dafs x = h sein soll, wenn z = a ist. 

Aufgabe 117. Auf welcher ebenen Kurve rollt ein nur der 
Schwere unterliegender Punkt, der seinen Lauf mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c beginnt, so herab, dafs der auf die Bahn aus- 
geübte Druck überall gleich g ist? 

Lösung. Wir nehmen den Ausgangspunkt der Bewegung als 
Koordinatenanfang, legen die a;- Achse horizontal und die ;8^- Achse 
vertikal nach unten. 

Als Differentialgleichung der gesuchten Kurve folgt 

. d& dx 



k+0 (1 + x^) (l/i + x'^ — x) 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 8 
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wobei 



<? 



Ä = — , 

also die zur Anfangsgeschwindigkeit gehörende Geschwindigkeits- 
höhe ist. Von hier aus gelangt man zuerst auf 



A yk + = (x + Vl+~x^) yi + x^; 
nachher zu 



-/> 



V2Äyk + z — i 

und findet endlich, dafs 



x*=±--r,V2Äyk+l; — l[Ä^(k + z)^Ayj^0---l] + B 

die GleichuÄg der verlangten Bahn ist. 

Die in derselben vorkommenden Integrationskonstanten Ä und B 
können daraus bestimmt werden, dafs die Kurve durch den Koordi- 
natenanfang geht und daselbst die Geschwindigkeit c herrscht. 



Aufgabe 118. Ein materieller Punkt ist auf einer allgemeinen 
festen Plankurve beweglich und unterliegt der alleinigen Wirkung 
einer Kraft Z. Man kennt die Gleichung der Bahn bezogen auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und weifs, dafs Z eine Funktion 
von ist (im Sinne der positiven Ordinaten wirkend). Der Lauf 
beginnt an derjenigen Bahnstelle A, deren gleich h ist, mit der 
Anfangsgeschwindigkeit c und zur Zeit Null. Zu berechnen sind 
I. die Geschwindigkeit v, welche der Punkt in der Höhe 

besitzt; 
II. die Zeit /, welche er braucht, um diese Höhe zu ersteigen; 
III. der Druck 2), den die Bahn an jeder Stelle erleidet. 
Lösung. Der bei Nr. 102 angedeutete Weg leitet hier zu 
folgenden Resultaten: 

I. Die Geschwindigkeit ist 

V = y2fZd0-\- Const, 

wobei die Konstante sich aus der Bedingung ergiebt, dafs v gleich e 
sein mufs, wenn den Wert h besitzt. 

Wie man sieht, hängt v nicht von der Natur der Bahn ab, 
sondern nur von 0^ 
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IL Für die zum Ersteigen der Höhe g nötige Zeit folgt (als 
absoluter Wert) 

^= / Wl^/yi äz + Gonst 
J Y 2fZd0 + Const ' 

Die neue Konstante ist hierbei daraus bestimmbar, dafs für 
= h, ^ = sein- mufs. 

III. Der Druck D setzt sich zusammen aus der Normalkom- 
ponente der Kraft Z, nämlich 

Z COST = Z —-} 

. ds 
und aus der Centrifugalkraft 

v^ 2SZdz+ Const 



ff 



Q 1 + «'*)* 

Aufgabe 119. Die vorgeschriebene Bahn sei eine Kettenlinie 
von der Gleichung . 

die Kraft Z sei dem z proportional und habe für die Einheit des- 

selben die Intensität -g- Die Bewegung möge im Scheitel der Kurve 

beginnen. Im Übrigen sei Alles, wie bei der vorigen Aufgabe; 
auch werde die Lösung in demselben Umfange verlangt. 

Lösung. Bei Beachtung des Vorhergehenden findet man leicht, 

dafs die Geschwindigkeit v der erstiegenen Höhe z proportional und 

* 

für deren Einheit gleich — ist. 
Für die Steigzeit i folgt 



C K 

wofür auch 

t = — X' 
c 

geschrieben werden kann. 

Der von der Bahn auszuhaltende Druck D ist hier gleich der 
Normalkomponente von Z vermindert um die Centrifugalkraft. 

Für Beide ergiebt sich derselbe Wert, nämlich — • Die Linie err 

Je 

leidet mithin nirgends eine Fressung. 

8* 
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Aufgabe 120. Es soll der aufsteigende Punkt sich in gleichen 
Zeiten um gleich viel vom Horizonte entfernen und zwar mit der 
Geschwindigkeit c. Die Kraft Z soll der erstiegenen Höhe z immer 
proportional sein und für je: = 1 den Wert }? haben. Welcher Art 
ist die Bahn, in der man das Aufsteigen mufs erfolgen lassen? 

Lösung. Wir legen den Eoordinatenanfang in den Ursprung 
der Bewegung; die o;- Achse horizontal, die ;ef- Achse vertikal nach 

oben. Da nun v» gleich c sein soll und für v sich leicht j/c^ + ä^ä^ 
ergiebt, so folgt als Diiferentialgleichung der gesuchten Linie 

Die Integration derselben liefert 

k 

Es ist daher die vorzuschreibende Bahn eine gemeine Parabel, 
deren Scheitel mit dem Anfangspunkte der Bewegung zusammen- 
fallt, deren Achse horizontal liegt und deren Halbparameter die 

^ c , , 

Länge — hat. 

rC 

Aufgabe 121. Wie Nr. 110; doch wirkt nicht die Schwere ^, 
sondern eine Kraft 1(^ z (wobei z den Abstand von OÄ bedeutet). 
Lösung. Die Bahn mufs nach der Gleichung 



c. 



c -^ Ä; (1 — sin 6) 
gekrümmt sein. 

Aufgabe 122. Auf der vorgeschriebenen festen Bahn 

x=^f{z) 

rollt ein Punkt, beeinflufst von beliebigen Kräften, die sich ver- 
einigen lassen zu den beiden konstanten Ä und B^ welche im 
Sinne der positiven x, bezüglich in dem der positiven Zj thätig 
sind. Er beginnt seine Bewegung mit der Geschwindigkeit c in 
einem Kurvenpunkte, dessen z gleich h ist. 

Mit welcher Bahngeschwindigkeit v und zu welcher Zeit t 
durchläuft der sich Bewegende die allgemeine Stelle xz der ihm 
vorgezeichneten Linie? 

Welchen Druck D erleidet die Letztere? 
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Wie vereinfachen sich die Eesultate, wenn B die im Sinne der 
negativen z wirkende Schwere, A aber gleich Null ist? 

Lösung. Auf dem bei Nr. 102 angegebenen Wege findet man 

und 



wobei sich die Konstante aus der Bedingung ergiebt, dafs t gleich 
Null sein mufs, wenn z gleich h ist. 

Die Komponenten, aus denen sich der Druck B zusammensetzt 
(Normalkraft und Centrifugalkraft), sind 

Adz — Bdx 

N = 



Vl+f (zf dz 
und 

Für den in der Aufgabe hervorgehobenen besonderen Fall 
gehen alle diese Resultate in die unter Nr. 102 angeführten über. 



Aufgabe 123. Die Besultirenden der beschleunigenden Kräfte 
sind nicht konstant (wie sie es bei der vorigen Aufgabe waren), 
sondern es ist die eine derselben irgend eine Funktion der Abscisse, 
die andere eine der Ordinate [X=q> (x)y Z =^t\> {z)\ Im Übrigen 
liegen die Verhältnisse von Nr. 122 vor. Bahngeschwindigkeit v, 
Laufzeit t und Druck D werden (als Funktionen von z^ gesucht. 
Ferner soll angegeben werden, wie sich z^ v und D durch t aus- 
drücken lassen; endlich, wie aus den entwickelten Gleichungen die 
Resultate der Aufgaben 102 und 122 folgen. 

Lösung. Von dem für die Tangentialkraft allgemein gelten- 
den Werte 

T = v — 
ds 

ausgehend, gelangt man zu der Differentialgleichung 

1) vdv = Xdx -^ Zdz. 

Aus ihr folgt 



2) v=-± y^fXdx + 2fZdz + Cj, 
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wobei die Konstante C^ dadurch bestimmt ist, dafs für je? = ä 
V = c sein mufs. 

Diese Gleichung giebt v durch g ausgedrückt (wie die Auf- 
gabe es . verlangt), denn es ist Z = i/; (;?) und X = (p (x\ das x 
aber hfingt durch die Bahngleichung von is ab. 

Für die Laufzeit ergiebt sich 



a) .-/- 



Vi + r iof 



y2fXdx + 2fZde + C^ 



de + C^ 



Hierin ist, wie immer, f (z) =z —^ und die Konstante folgt 

d z 

aus der Bemerkung, dafs anfänglich (zur Zeit Null) dem z der 

Wert Ji zukommt. 

Der Druck D setzt sich zusammen aus der Normalkraft 

Xdz — Zdx 

und aus der Centrifugalkraft 

wobei r {z) = ^4^^. 

^ dz 

Wird die Gleichung 3) auf z reduciert — vorausgesetzt, dafs 
dies geschehen kann — und der erhaltene Wert in 2), 4) und 
5) eingeführt, so sind dann z, v und D als Punktionen der Zeit 
bestimmt. 

Die Resultate der Lösung der Aufgabe 122 folgen, wie man 
leicht erkennt, wenn X = A und Z = B gesetzt wird ; aus ihnen 
ferner die von Nr. 102, für J: = und B = — g. 

Aufgabe 124. Auf einem über dem Durchmesser OA == a 

gezeichneten Halbkreise ist ein Punkt beweglich. Er unterliegt 

nur einer Anziehung, welche ihren Sitz in hat, der dritten 

Potenz der Entfernung r umgekehrt proportional wirkt und für 

die Einheit derselben gleich h^ ist. In A, dem Anfangspunkte, 

herrscht die Geschwindigkeit c. 

h 
Man soll, unter der Voraussetzung c > — > diese Bewegung 

a 
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untersuchen, nämlich die Bahngeschwindigkeit v und die Laufzeit t 
in passender Weise bestimmen. 

Lösung. Mit Benutzung des im Eingange zur vorigen Lö- 
sung angeführten Wertes 

T=v — 
ds 

der Tangentialkraft, gelangt man zu der Differentialgleichung 

vdv k^ ,. ^ 



in welcher 9 denjenigen Winkel bezeichnet, den der nach ge- 
richtete Leitstrahl r mit OA bildet. 
Durch Integration folgt hieraus 



._.. + (!)%... 



t;2==c2 + (_ ^aW^e, 



womit die Geschwindigkeit als Funktion der Anomalie bestimmt ist. 

Zu demselben Besultate kommt man auch, wenn man von der 
Gleichung 1) der vorigen Lösung ausgeht. Wird OA als rc- Achse 
genommen und durch senkrecht dagegen die ^e^- Achse gelegt, 
so ergiebt sich nämlich zunächst 

hieraus sodann, als Beziehung zwischen Geschwindigkeit und 
Abscisse, 

a \x aJ 



und endlich, wenn man für x lieber 9 einführt, der vorige Wert. 
Versucht man nun mittelst der bekannten Gleichung 



__ ds _ }/\ + 0^dx 
^ ~ dt~ dt 

den Zusammenhang zwischen Abscisse und Zeit zu finden, so ge- 
langt man auf 

dx 



t 






was nach bekannter BedakUonsformel leicht weiter behandelt wer- 
den kann. 
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Geht man hingegen aus von 



dt dt 

so kommt man auf die Differentialgleichung 



«S-l/«*+(l)"«»'«. 



durch diese aber zu dem Besnltate 






a' 



arcsin 



. Y^~^^^ 



2 



sin 0. 



ac 



Die zum Durchlaufen des ganzen Halbkreises nötige Zeit ist mithin 



^1 = 



a 



2 



arc stn- 



ac 



Fig. 11. 










Aufgabe 125. Eine Masse m, die sich in dem festen Punkte 
befindet (Fig. 11), welcher um b von der Geraden AB absteht, 

wirkt nach dem NeWton'schen Ge- 
setze anziehend auf einen Punkt, der 
sich nur auf der genannten Geraden 
bewegen kann. Er beginnt seinen 
Lauf in Ä (also unter dem Winkel 
COÄ = a) ohne Anfangsgeschwin- 
digkeit und befindet sich zur Zeit t 
in P. Die Anziehung, welche in der 
Entfernung 1 von der Masse 1 auf 
die Masse 1 ausgeübt wird, ist gleich 
k; CA = a. Man soll berechnen 
I. die Geschwindigkeit v des Punk- 
tes als Funktion des Winkels 

COP = 0; 

II. den Druck D, welchen die geradlinige Bahn erleidet, 
ebenfalls als Funktion von und auch als solche von 

Ferner, unter der Voraussetzung so kleiner a und 0, 
dafs die vierten Potenzen derselben vemachlSssigt werden 
können, also C05 «=» 1 — ^0^ und cos a = 1 — ^ a^ 
gesetzt werden darf, 



A 






\ 



hd. 



\ 



>AI 



\' 
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III. diejenige Zeit t (ausgedrückt durch G), welche der Punkt 
braucht, um von Ä an die allgemeine Stelle P zu ge- 
langen; die Zeit ^^ für einen Hingang von Ä bis C und 
die Zeit T für eine ganze Schwingung. 

IV. Endlich soll man, unter derselben Voraussetzung, die 
Länge L desjenigen einfachen Pendels bestimmen, dessen 
Schwingungen — von aus betrachtet — ebenso aus- 
sehen wie die, welche der Punkt längs der Geraden AB 
ausführt. 

Lösung. I. Die unter 123 angeführte Gleichung 

vdv = Xdx + Zd0 



führt zu 



wobei K die Abkürzung für 



t; == -j- KYcOsQ — COSUf 

ttr]/ 



2km 



ist. Dieser Wert von v 



läfst sofort die Art der Bewegung erkennen. 

II. Der Druck, den die Bahn erleidet, ist der dritten Potenz 
des Abstandes von umgekehrt proportional, nämlich 

hkm, 

oder, was auf Dasselbe hinauskommt, er steht in direktem Ver- 
hältnisse zu der dritten Potenz des Cosinus von 0: 

III. Bei der Bestimmung der Zeit t kommt man zunächst auf 

dQ 



t 



kJ'o 



cos^ Ycos — coscc 

Durch Vernachlässigung der vierten Potenzen von a und 
führt dies zu 

l)y~2 /'•__ d(d 

7(1- 






K 



Setzt man 
80 entsteht 



0^)>V-0 







a 



== sm (0, 



{l + \cL^)G}'-'\ci^sin2^ 



+ Const, 
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und schliefslicb 



(1+1 «2) arc cos ~ + 4 ei/«« _ ^i 

a 



K 
Die Dauer eines Hinganges von A bis C ist hiernach 



Y km 



und die einer ganzen Schwingung das Vierfache hiervon. 

IV. Ein einfaches Pendel von der Länge L = OP^ hat be- 
kanntlich die Geschwindigkeit 

u = y2 g L (cos 9 — cos a). 

Hieraus folgt, dafs 

h'g 



L = 



kmcos^Q 



sein mufs, wenn seine Schwingungen — von aus betrachtet — 
gerade so aussehen sollen, wie die des längs AB sich bewegenden 
Punktes. Für kleine Ausschlagswinkel ist diese Pendellänge 
näherungsweise konstant, nämlich 

i = — . 
km 

Aufgabe 126. Auf der festen logarithmischen Spirale 

r = ac""® 

ist ein Punkt beweglich, welcher nach dem asymptotischen Cen- 
trum indirekt proportional dem Quadrate der Entfernung r der- 
artig angezogen wird, dafs diese Anziehung für die Einheit von r 
gleich k ist — der sonst aber keiner Kraft unterliegt. Er beginnt 
seine Bewegung in einem Abstände h vom Centrum ohne Anfangs - 
geschwindigkjeit. 

Es soll, unter Benutzung eines Polarkoordinatensystems, dessen 
Ursprung der asymptotische Punkt der Spirale ist, berechnet werden: 

I. die Geschwindigkeit v an der allgemeinen Stelle 0r der Bahn; 
II. die Zeit t, welche verstreicht, bis diese Stelle erreicht wird; 
HI. der Druck D, den die Kurve hierselbst erleidet; 
IV. die Grenzen, denen sich die Werte von v, t und D nähern. 

Lösung. I. Auf dem bei den vorhergehenden Lösungen 
mehrfach angegebenen Wege findet man 
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IL Bei der Berechnung von t gelangt man anfänglich zu 
and kommt dann, mit Benutzung der Substitution 



auf 






^ = — 1/— (cö + mw), 



wobei 



ö> = 2 arc cos 



Vr 



III. Der von der Bahn erlittene Druck ist 

B = C—N. 
Für die Centrifogalkraft ergiebt sich 

äVT h-r, 

^=^~b ^' 

für die Normalkraft hingegen 

Je 



N = 



r^Y^ 



Man hat daher 

k h—2r 



2) — 



byj r^ 



Dieser Druck ist anfänglich, das heifst für 2 r > h, nach innen 

gerichtet, wird zu Null für ^ = -^ und geht für noch kleinere r 

nach aufsen, mit abnehmendem Leitstrahle fortwährend wachsend. 

IV. Die Geschwindigkeit nähert sich desto mehr dem Werte 
unendlich, je näher der sich bewegende Punkt dem asymptotischen 
Centrum kommt. 

Die Laufzeit konvergiert gegen die Grenze 



2 K ft 
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Der Druck D wächst in's Unendliche, wenn r in Null übergeht. 

Aufgabe 127. Die Tractorie des Kreises, nämlich die 
Kurve 

r a 

bildet die vorgeschriebene feste Bahn eines Punktes. Seine 
Bewegung beginnt in Ä (Fig. 12) vom Ruhezustände aus. 

Fig. 12. Sie wird hervorge- 

rufen durch die nach 
dem Newton'schen Ge- 
setze erfolgende An- 
ziehung ^^ler im Ko- 
ordinatenanfange be- 
findlichen Masse M. Ermittelt soll werden 

I. Die Kurvennatur, so weit deren Kenntnis für die Unter- 
suchung der Bewegung nötig ist; 
IL die Abhängigkeit der Geschwindigkeit v und der Zeit t 

vom Leitstrahle r; 
IIL die des letzteren und der Geschwindigkeit von t; 
IV. die zum Durchlaufen der ganzen Bahn nötige Zeit T; 
V. der von dem rollenden Punkte ausgeübte Druck D. 

Lösung. I. Indem man r als unabhängige Veränderliche 
benutzt, findet man für das Bogendifferential der Bahn 

ds = — dr. 
r 

Ferner für den Winkel if; zwischen Leitstrahl und Normale 



1^ = arc tan 



.2 



= arc cos 



ya^--r^ 
a 



Endlich für den Krümmungshalbmesser 



arcsm — • 
a 



Q = a 



rYa^—r 



8 



a»-2r2 

Aus diesen Gleichungen erkennt man leicht Folgendes: 1) Für 
s= ist r = a. Mit wachsenden Anomalien werden die Badien- 
vektoren immer kleiner, gehen aber erst für 9 = cx) in Null über. 
Der Koordinatenanfang ist mithin ein asymptotischer Punkt der 
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Kurve. 2) Zwischen r = a und r = —== ist die letztere konvex 

/2 

zur Achse OA; bei 

r = ia]/2" 

hat sie einen Wendepunkt und läuft von diesem aus mit stets 
konkaver Krümmung. Die Anomalie dieses Inflexionspunktes ist 

Er kann leicht durch Konstruktion gefunden werden, weil 

\ a.y 2 die halbe Hypotenuse eines aus der Kathete a gebildeten 

gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ist und weil der Winkel 1, 

95 
d. i 57® 17' 44,8", sehr nahe den Tangentenwert — - besitzt. 

61 

IL Für die Geschwindigkeit v, mit welcher der Punkt rollt, 
ergiebt sich auf dem bei den vorhergehenden Lösungen eingeschla- 
genen Wege 



V = a& 1/ — 



wobei zur Abkürzung 



1 I /2A;.af_ 
a\ a 



gesetzt worden ist. 

Hiemach wächst v immer, wird aber erst ftlr r == (also 
für e = oo) zu 00. 

Die zur Erreichung der Stelle r nötige Zeit ergiebt sich zu 

1 2r— a 

^ = — arc cos • 

a 

HL Man hat daher umgekehrt 

und 

V = abtan (ibt). 

IV. Zum Durchlaufen der ganzen Bahn bedarf es keiner un- 
endlich langen Zeit, sondern der endlichen 
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V. Der von dem rollenden Punkte ausgeübte Druck D setzt 
sich zusammen aus der Normalkraft 



J^ = ia«6«^^ 



r 



2 



r 



n 



und aus der Centrifugalkraft 

C = ah^ 5 — ., 

r^ y a -j- r 

Die Erstere ist stets nach innen gerichtet. 
Die Letztere wirkt vor dem Wendepunkte nach innen, hinter 
demselben nach aufsen. 

Beide zusammen liefern 

^ r* y a + r 

Der am Inflexionspunkte herrschende Druck hat hiernach den 

Wert iah^Y^. 

Aufgabe 128. Ein Punkt, welcher die feste Kurve 

nicht verlassen kann, wird dem Newton'schen Gesetze entsprechend 
nach dem Koordinatenanfange derartig angezogen, dafs diese At- 
traktion flir die Einheit der Entfernung den Wert k besitzt. Er 
beginnt seine Bewegung vom Ruhezustande aus an derjenigen 
Stelle der Bahn, welcher der Leitstrahl b zukommt. 

Man soll die Geschwindigkeit v bestimmen, die der Punkt an 
dem allgemeinen Orte 9r hat; die Zeit #, welche er braucht, um 
bis dahin zu laufen und den Druck. 2), welchen die Kurve an 
dieser Stelle erleidet. 

Lösung. Für die Geschwindigkeit findet man 



. = ±1/-. 



b — r t 



r 

wonach ihre Natur leicht beurteilt werden kann. 
Für die Laufzeit ergiebt sich 

Hierbei ist, wie immer, / = — » so dafs man, wegen r = f (6), 

wo 

in jedem speziellen Falle entweder Alles durch r, oder Alles durch 6 
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ausdrücken und nachher zur Bestimmung des Integralwertes 
schreiten kann. Die Konstante ergiebt sich dabei aus der Be- 
dingung dafs t = sein mufs, wenn r = b ist. 

Der von der Bahn erlittene Druck D setzt sich zusammen 
aus der Centrifugalkraft 

2k (ft-r)(r« + 2r'2 — rr") 



= 



^(^2_(_/2)| 



dr' 



wobei r == — — i und der Normalkraft 

de' 



N 



k 



rYr^ + r'2 



B. Bewegung auf einer ebenen festen Linie mit Wider- 
stand. 



/ 




Aufgabe 120. Auf der starren Bahn 

g = f(x) 

rollt ein Punkt unter dem Einflüsse seiner Schwere und eines kon- 
stanten Widerstandes W herab, welcher immer in der Richtung 
Fig. 31. der Kurventangente thStig ist. Die 

Bewegung beginnt mit der Ge- 
scb windigkeit cinÄ (Fig. 13), dessen 
Ordinate gleich b ist. 

Man soll berechnen: 
I. welche Geschwindigkeit v der 
S M^-^ \ I Punkt besitzt, nach dem Her- 

abrollen bis zu derjenigen all- 
gemeinen Stelle, der die Ordi- 

ö i ^ j '. — Ljp nate z zukommt; 

^ IL wie grofs diese Geschwindig- 

keit ist, wenn die gemeine Kettenlinie 

^=2(^*+^ *) 

als Bahn vorliegt; mit welcher Schnelligkeit Vje der Scheitel durch- 
laufen wird und wo — in der abwärts gehenden Bahn — die 
gröfste Geschwindigkeit herrscht. 



% 
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Lösung. I. Die ftir die Tangentialkraft geltenden Ausdrücke 
führen zu der Differentialgleichung 

vdv «= Wds — gdz, 

in welcher s den Bogen SP bedeutet. 

Durch Integration folgt hieraus ^ 



V = y2{Ws — gz) + Consf. 

Dabei ergiebt sich die Konstante aus der Bedingung, dafs 
ftir ;er = & v = c sein mufs. 

II. Ftir die gemeine Eettenlinie erhUlt man 

Wenn TT = ist, so nimmt dies die bekannte Form (Lösung 
der Aufg. 102) 

an. Es drtickt daher 



den Verlust aus, welchen das Quadrat der Geschwindigkeit v durch 
den Widerstand W erleidet. 
Der Scheitel wird mit 



Vk=y<? + 2^(& — Ä)— 2Wyh^ — k^ 

durchlaufen. 

Die gröfste Geschwindigkeit herrscht an der (leicht konstruier- 
baren) Stelle 

Vg' — W' 

welche nur für TT = die tiefste ist. 

Aufgabe 130. Wie 129, doch rollt der Punkt aufwärts 
von einer Stelle B aus, deren z gleich h ist. Man soll berechnen 

I. welche Geschwindigkeit v er nach dem Ersteigen des 
Kurvenpunktes z besitzt; 

II. wie grofs dieselbe ist, wenn die Bewegung im Scheitel 

der gemeinen Kettenlinie beginnt; 
III. bis zu welchem Orte z^ in diesem Falle das Aufsteigen 
erfolgt. 
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Lösung. Es ergiebt sich 
I. v^ = Const. — 2 (^;^ + Ws), 



IL t;2 _ c2 — 2^(;2; — Ä) — 2 W^z^ — äI 

III. Für einen von g verschiedenen Widerstand: 

hingegen für TF = ^: 



2*4^' c^ + 2^Ä; 

Aufgabe 131. Die Bewegung des Punktes erfolgt auf der 
starren Kurve 

Aufser der Schwere g ist ein Widerstand thätig, welchiBr in 
demselben Verhältnisse wächst, wie die Geschwindigkeit v und für 
t? = 1 den Wert A; besitzt, 

I. Die Differentialgleichung der Bewegung soll sowohl für 
das Herab- als auch für das Hinaufrollen bestimmt werden. 

II. Besonderer Fall: Die Bahn ist eine gemeine Cycloide, 
deren Scheitel mit dem Koordinatenanfange zusammenföllt und 
deren Basis der o:- Achse parallel im Abstände 2 a liegt. Der 
Punkt beginnt sein Aufsteigen mit der Geschwindigkeit c im Scheitel 



^/l 



der Kurve, unter der Voraussetzung A; > 1/ — soll man berechnen 

die Beziehung zwischen v und der Bahnlänge s (letztere von 

der 0-Achse aus gezählt), 
den ganzen von dem aufsteigenden Punkte durchlaufenen 

Bogen 8. 

Lösung. I. Für das Herabrollen lautet die Differentialgleichung 

der Bewegung 

väv = kvds — gde*^ 

für das Hinauflaufen hingegen 

vdv = — kvds — gd0. 

II. Die letzte dieser Gleichungen geht für die gemeine Cy- 
cloide über in 

vdv = — kvds — - — sds. 

4a 

!Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 9 
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Hieraus folgt durch Integration und wenn man zur Abkürzung 

^1/ ~-V9 iJfiit n bezeichnet, 

Y ali? — g 

gs^ + A:a'kvs + 4a«?^ rk^n — l)« + 2nv\n 

40? ~ Lä(w + 1)5+ 2nvj 

als Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der durchlaufenen 
Bahn. 

Die ganze von dem aufsteigenden Punkte zurückgelegte Kurven- 
länge ist mithin 



--j/ftel)' 



Aufgabe 132. Auf einer Kurve, für welche der von der 
;s;-Achse aus gezählte Bogen immer das Mache des natürlichen 
Logarithmus der Ordinate ist (5 = kl^), bewegt sich ein Punkt 
abwärts. Er unterliegt seiner Schwere und einem Widerstände 

Q 

gleich — v^j also dem Quadrate der Bahngeschwindigkeit proportional. 

Die Bewegung beginnt an derjenigen Kurvenstelle, deren den 
Wert h hat, mit der Geschwindigkeit c. Man soll für den zwischen 
den positiven Hälften der Koordinatenachsen liegenden Bahnteil 
berechnen : 

I. wie grofs v an der allgemeinen Stelle ist; 
II. wo es seinen gröfsten Wert erreicht; 
m. mit welcher Geschwindigkeit u der Punkt in der Ordi- 

natenachse anlangt. 
Lösung. I. Als Diflfejrentialgleichung der Bewegung ergiebtsich 

Ckv^ -d& — 2vdv = 2gd0. 

z 

Multipliciert man dieselbe mit 0^^\ so wird die linke Seite 
ein vollständiges Differential und man kommt auf 

v^ = — 2gz^^j^^Hz, 

Für Ck^\ Hefert dies 



v' = z"^^ 



2g 

Ck 



für Ck = 1 hingegen 
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IL Im ersten Falle ist 



^gh 



Ck 



IC* — 1 



{2gh — c^(Ck — l)]Ck 

diejenige Stelle, an welcher der Punkt am schnellsten läuft; im 
zweiten 

in. Die Ordinatenachse wird mit den Geschwindigkeitsquadraten 



2</ 



^' = ^tj(^-''-''^ + 



^h-^\ 



bezüglich 



w^ = — + 2glh, 



Fig. 14 




erreicht. 

Aufgabe 133. Von der Stelle A der gemeinen Cycloide -4 PO 
aus rollt ein Punkt ohne Anfangsgeschwindigkeit infolge seiner 
Schwere herab. Er erleidet einen 
Widerstand, welcher. wie das Qua- 
drat der Geschwindigkeit v wächst 

C 

und für t; = 1 den Wert -— hat. 

2 

Mit welcher Schnelligkeit läuft zai 
der Punkt an der durch die Ordi- 
nate QP = 0, oder durch die 
Bahnlänge OF = s bestimmten all- 
gemeinen Stelle? 

Lösung. Die sich ergebende Differentialgleichung der Be- 
wegung, nämlich 

Cy2a ——. dz — 2vdv = 2gdz, 

yz 

läfsf sich auf dem bei der vorigen Lösung angegebenen Wege inte- 
grieren und liefert 

t;2 ^ - e2C V^( 2^ J^-2C' Y^oTz ^^ ^ ^) 

oder, was dasselbe ist, 

9* 
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Dies führt zu 



^ = Y^^ y(l + 2 C y2az)e-^<^ y^'<*' — (1 + 4a(7) r"*«^, 

C/2^ 

worin wieder 2 y2az durch s ersetzt werden kann. 

Aufgabe 134. Die vorgeschriebene Bahn ist die allgemeine 

Kurve 

z = f(x). 

Es wirken die in der vorigen Aufgabe bezeichneten Kräfte, 

nämlich die Schwere und der Widerstand — v^. Die Ordinate von Ä 

2 

(Fig. 13) ist hy und es beginnt daselbst die Bewegung mit der 
Geschwindigkeit c, 

I. Mit welcher Schnelligkeit v durchläuft der herabrollende 

Punkt die allgemeine Bahnstelle xz? 
II. Nach welcher Zeit t langt er daselbst an? 
III. Was liefert die unter I. für v gefundene Gleichung in 
dem speciellen Falle, in welchem der vorgeschriebene 
Weg 8PÄ eine gerade Linie ist, die die oj- Achse im Ko- 
ordinatenanfangeO unter dem spitzen Winkel cc schneidet, und 
wenn die Bewegung in A vom Ruhezustände aus beginnt? 
Lösung. I. Auf die in den vorhergehenden Lösungen ange- 
führte Weise gelangt man zu 

v^ = e^' (j^i — 2gfe-^'de), 

In jedem besonderen Falle ist s (nämlich SP) durch 0^ oder 
13 durch s auszudrücken und die Integration auszuführen. Die Kon- 
stante B^ bestimmt sich hierbei aus der Bedingung, dafs für z = b 
oder s = SPÄ die Geschwindigkeit v = c sein mufs. 

II. Als absoluter Wert der Laufzeit folgt 

ds 

Ve^' {B^ — 2gfe-^'dz) 

wobei B2 aus der Gleichzeitigkeit von < == 0, z = h und s = SPÄ 
herzuleiten ist. 

IIL Wendet man die obige für v gefundene Gleichung auf 
den bezeichneten speciellen Fall an, so ergiebt sich 



i -fy-- '^ - - + ^^' 
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oder, wenn mit s^ die durchlaufene Strecke bezeichnet wird, 



V 



2 



2g sin a 



(1 — e-^*0- 



Fig. 15. 



Dies stimmt mit dem unter Nr. 32 Gefundenen überein. 
Aufgabe 135. Von der tiefsten Stelle A eines um (Fig. 15) 
konstruierten Viertelkreises aus, bewegt sich ein Punkt mit der 
Anfangsgeschwindigkeit c aufwärts. Er unter- 
liegt seiner Schwere, der Eeibung und 
dem L u f tw ider stände. Letzterer ist dem 
Quadrate der Geschwindigkeit v proportional 
und hat für v = 1 den Wert h. Die Rei- 
bung ist das &-fache des Normaldruckes, h 
also der sogenannte Keibungskoeföcient. Der 
Kreis hat den Halbmesser a. Man soll be- 
rechnen • 

I, welche Geschwindigkeit v der Punkt besitzen wird, wenn 
er den Bogen AP^ dessen Centriwinkel ist, durchlaufen hat; 
II. mit welcher Anfangsgeschwindigkeit q er von A aus- 
gehen müfste, wenn er sich genau bis an diejenige Stelle 
B erheben sollte, welche am Ende des horizontalen Radius 
liegt. 
Lösung. I. Mit Benutzung der Substitutionen 

,2 




v 



u. 



kommt man auf 



2 (aJc + 6) = a, 
2ahg = y. 



-— -\- au -\- ß sin Q -\- y cos d = 
wo 

als Differentialgleichung der Bewegung. 

Die auf bekannte Weise ausführbare Integration derselben giebt 

v^ = (c^ + ^)e-«®— (^ sin + BcosQ), 



wobei 



A^ 



und 



JB = 



ajS -f- y 

cty — ß 
1 + «2' 
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II. Hieraus folgt, dafs 



H =Va? 



B 



diejenige Anfangsgeschwindigkeit ist, welche vorliegen mufs, wenn 
der ganze Quadrant durchlaufen werden soll. 

Wenn Eeibung und Luftwiderstand verschwinden, so liefert 

dies das bekannte c^ = y^ag. 

IL Bewegung auf einer vorgeschriebenen festen Fläche. 

Aufgabe 136. Ein Punkt, der sich nur auf der starren Fläche 

m 

bewegen kann, wird beeinflufst von beschleunigenden Kräften, welche 
sich zu einer Eesultante zusammensetzen, die parallel zu den Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Komponenten 

3^ = 92 {y\ 

zerlegbar ist. 

Man soll angeben 

I. wie sich die Geschwindigkeit v als Funktion von x und y 
bestimmen läfst; 

IL wie man die Koordinaten x^ y und z durch die Zeit t aus- 
drücken kann; 

III. auf welche Weise sich die Bahngleichungen herleiten lassen ; 

IV. wie man den Druck D, welchen die Fläche erleidet, zu 
finden vermag. 

Lösung. I. Denkt man sich, um den Punkt als einen freien 
auffassen zu können, den Widerstand, welchen die Fläche leistet, 
durch eine Kraft N ersetzt, die in der Richtung der Normale wirkt 
und bezeichnet man die von der letzteren mit den Koordinaten- 
achsen gebildeten Winkel mit v^r, Vy, v«, so lauten die Differential- 
gleichungen der Bewegung 



dt 



2 



= X -{- N COS Va», 
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-^= Y+ Ncosvy, 

-T^ = Z + Ncosv^. 

Sie gehen bei Einführung der Cosinuswerte und Benutzung 

der Abkürzung 

1 
§ = -_-__ 



1/©"+©+' 



über in 



Mit Beachtung von 



) 



3) ^ = Z + J^e. 



dx dy dz 

c?r ^ dt " dt 
folgt hieraus 

4) t;2 = 2/Zdfa; + Ydy + Zei^. 

Da X, Z, Z als Funktionen von bezüglich x^ y, gegeben 
sind und = f(^x, y) ist, so liefert diese Gleichung die Geschwin- 
digkeit V ausgedrückt durch x und y, wenn man die Integration 
vornimmt und dabei die Konstante aus irgend einem als gegeben 
Vorliegendefa Bewegungszustande (gewöhnlich dem anfänglichen) 
bestimmt. 

II. Um die Koordinaten x, «/, durch t ausdrücken zu können, 
braucht man drei Gleichungen, in denen nur diese vier Veränder- 
lichen vorkommen. Eine dieser Gleichungen ist die der Fläche, 
nämlich = f(x,y)'^ die beiden anderen lassen sich aus 1), 2) 
und 3) herleiten, indem man N eliminirt. 

III. Wenn x, y, -0 als Funktionen von t bestimmt sind, so er- 
geben sich, durch Wegschaffung von ^, Gleichungen zwischen x und' y, 
X und 0^ y und 0'^ dies sind die der Projektionen der Bahn. , 
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IV. Endlich kann eine der Gleichungen 1), 2), 3), oder eine 
Verbindung derselben, dazu dienen, die Normalkraft N zu finden. 
Hiermit hat man dann auch den senkrechten Druck D, welchen 
die Fläche erleidet, denn er ist N gleich, nur entgegengesetzt ge- 
richtet. 

Ob und in welcher Weise die hier angedeuteten Operationen 
ausfahrbar sind, ist Sache des speciellen Falles. 

Aufgabe 137. Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system, dessen a;^-Ebene horizontal und dessen jsr-Achse im Sinne 
der Schwere gerichtet liegt, ist eine Ebene gegeben, welche die 
«/-Achse in sich enthält. Auf derselben befindet sich ein Punkt, 
der nur seiner Schwere unterliegt. Er beginnt seine Bewegung 
im Eoordinatenanfange mit einer Geschwindigkeit c, deren Eichtung 
mit den Achsen die Winkel a, jS, y bildet. Die Neigung der vor- 
geschriebenen Ebene unter den Horizont beträgt X Grad (wobei 
bekanntlich X mit den vorhergenannten Winkeln zusammenhängt). 
Man soll berechnen 

I. .die Geschwindigkeit t;, welche der Funkt an der allgemeinen 
Stelle seiner Bahn besitzt; 

II. V und die Koordinaten x, y, z seines Ortes als Funktionen 
der Zeit t] 

III. die Gleichungen der auf die drei Koordinatenebenen be- 
zogenen Projektionen der Bahn; 

IV. den Druck 2), welchen die Ebene erleidet. 

Lösung. I. Nach Anleitung der vorhergehenden Lösung findet 
man als Differentialgleichungen der Bewegung 

^x 






= — JV siw A, 



=^0, 



= ^ + 11 cos X, 



Aus denselben, oder aus Nr. 4 der Lösung der Aufgabe 136, folgt 

V = l/c^ + 2gz^ 
w£^ einen sehr bekannten Satz ausspricht. 



— I 
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IL Zur Zeit t befindet sich der Punkt an dem durch die 

Koordinaten 

X >= ^ gt^ sin 2k -{■ et cos a, 

y s=z et cos j3, 

z = ^ gi^ sin^ X -\- et cos y 

bestimmten Orte und besitzt die Geschwindigkeit 



V = Yc^ + 2g (i gt^ sin^ k -i- et cos y). 

III. Als Gleichung der o:*^- Projektion der Bahn ergiebt sich 

zunächst 

2c^ X cos^ ß == gy^ sin X cos X -]- 2e^ y cos a cosßy 

was leicht auf die Form 

/ .(? cos a cos ßV c^ cos^ ^ ( a^ ^ ^^ ^ \ 

\ g sin X cos X/ g sinX cosX \ 2 g sin X cos x) 

gebracht werden kann. Man sieht hieraus, dafs diese Projektion 
eine gemeine Parabel ist, deren Achse parallel zur o;- Achse 
liegt, deren Halbparameter den Wert 

(? eo^ ß 

gsinX cos X 

besitzt und deren Scheitel um 

. c^ cos a cos ß 

A = 

g sinX cos X 

von der Achse der x^ hingegen um 

c^ eo^ a 



B = 



2g sin X cos X 
von der der y absteht. 

Ganz ebenso ergiebt sich für die y;e?- Projektion 

(, ^ cos a cos ß\^ ^ ^ eos^ ß ( x <? cos^ « \ 
V"^ ^~^i r) =2 — T-r^U + - ^-)y 
g stn X cos X/ g sin^ X \ 2g cos^ X/ 

woraus ; bezüglich der Form derselben, das dem Vorhergehenden 
Entsprechende folgt. 

Die iC;gf- Projektion der Bahn föUt mit der gleichnamigen Spur 
der vorgeschriebenen Ebene zusammen; ihre Gleichung ist daher 

= X tan X. 

IV. Der von dem Punkte ausgeübte Druck hat den Wert 

J) =i g cos X, 



138 Anf gaben über die Bewegung eines Punktes 

Aufgabe 138. Auf einem Botationsparaboloide von der 
Gleichung 

soll sieb ein Punkt derartig bewegen, dafs er auf die Fläche überall 
den konstanten Druck k ausübt und — der Zeit t proportional 
— immer gleich weit von der yz- wie von der xz-'Ehene entfernt ist. 

Man soll, nach Anleitung der Lösung der Aufgabe 135, be- 
stinunen, welcher Art die Kräfte X, Y, Z sein müssen, die ihn in 
den Richtungen der positiven Koordinaten antreiben; femer, mit 
welcher Geschwindigkeit v er läuft, wenn die Bewegung mit einer 
gewissen Anfangsgeschwindigkeit c im Koordinatenanfange beginnt; 
endlich, wie seine Bahn beschaifen ist. 

Lösung. Die Natur der die Bewegung erzeugenden Kräfte 
wird ausgedrückt durch die Gleichungen 

lex kbt 



r=x, 



Z=^_A;|/ 



2fe2 , , / a _2h^ ak 

a f a + 20~ a Ya^ + 2hH^ 



die sich leicht auf noch andere Formen bringen lassen und in denen 
h diejenige Strecke bezeichnet, um welche sich der Punkt zur Zeit 1 
von der y;2f -Ebene entfernt hat. 

Die Geschwindigkeit des Letzteren ergiebt sich zu 

t; = - YIb^^ + ^~? = - Y^WF^cfcK 
a a 

Die Bahn ist der von den beiden vertikalen Koordinatenebenen 
gleich weit abstehende Meridian des Umdrehungsparaboloids. 



Denen, welche bezüglich der Untersuchung der Bewegung eines 

Punktes auf vorgeschriebener fester Fläche weitere Anregung zu 

haben wünschen, sei empfohlen, solche Fälle zu behandeln, in denen 

eine Rotationsfläche vorliegt und die in der Gleichung 4) der 

Lösung der Aufgabe 136 auftretende von den wirkenden Kräften 

abhängende Summe 

Xdx + Ydy + Zd0 
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ein vollständiges Differential einer Funktion der Koordinaten ^, y 
und z ist, oder nur von der Rotationsachsenentfernung bestimmt wird. 



IIL Bewegung auf einer vorgescliriebenen festen Linie im 

Räume. 

Aufgabe 139. Auf einer starren Kurve, welche die Durcbschnitts- 
linie der Flächen 

1) F,(x,y,z)^0 
und 

2) F^{x,y,z)=^0 

ist, bewegt sich ein Punkt in Folge von beliebig vielen Kräften, die 
parallel zu den Achsen des rechtwinkligen Koordinatensystems die 
Komponenten X, Y, Z liefern, welche Funktionen von x^ «/, z sind. 

Die Bewegung beginnt zur Zeit Null mit der Anfangs- 
geschwindigkeit Vq in einem Punkte, dessen Koordinaten die Werte 
a, h und c haben. 

Es soll angegeben werden, auf welche Weise man die a?, y, z 
des Punktes, ferner seine Geschwindigkeit t?, endlich den auf die 
Bahn ausgeübten Druck und dessen Richtungswinkel gegen die drei 
Koordinatenachsen als Funktionen der Zeit t berechnen kann. 

Lösung. Um den beweglichen Punkt als einen freien an- 
sehen zu können, denkt man sich den Widerstand, welchen die starre 
Bahn leistet, durch eine Normalkraft N ersetzt, -die mit den drei 
Koordinatenachsen die Winkel ^, f*, v einschliefst. Dann lauten 
die Differentialgleichungen der Bewegung 

3) ^ = X + NcosX, 

5) ~=Z-^Ncosv. 

Werden ferner die Winkel, welche die Tangente im Punkte 
xyz mit den drei Achsen bildet, durch f, i/, 9 bezeichnet, so hat 
man noch 

cos X C05 f + cos ^i cos 7\ '■\' cos V cos d =^ 
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oder 

6) COSX \- cos il- f- C05 V — - = 0, 

ds ds ds 

wobei ds das Bogenelement bedeutet. 
Endlich ist 

7) cos^ l + cos^ fl + cos^ V = 1. 

Zwischen den acht Gröfsen a?, ^, z^ X, (i, i/, N und t bestehen 
also sieben Gleichungen. Mittelst derselben können die Koordinaten 
a;, y, 0, die Geschwindigkeit v, der Druck auf die Bahn und seine 
Richtungswinkel als Funktionen der Zeit t bestimmt werden. 

Zunächst ergiebt sich aus 3), 4) und 5) 

8) ^dx-\-^dy + ^d^='Xdx+ Ydy + Zdz, 



hieraus aber, bei Beachtung von 



v^ = v^^ + v,/ + v,\ 



die Gleichung 

9) vdv = Xdx + Ydy -{- Zdz. 

Da nun X, F, Z von a;, y^ z abhängen, x und y aber sich mit- 
telst l) und 2) als Funktionen von z darstellen lassen (wenn, wie 
vorausgesetzt werden möge, die betreffenden Umformungen der vor- 
liegenden Gleichungen möglich sind), so erhält man hieraus 

vdv =^ F^ (z) dz 
und endlich 

10) . v = F^ {z) + Const, 

wobei die Konstante sich aus der Bedingung ergiebt, dafs v gleich Vq 
sein mufs, wenn z den Wert c hat. 
Da nun ferner 



= f^_ = ]/(?a;^ + dy^ + dz^ 
^ ~ dt ~ dt 

ist, X und y aber ausdrückbar sind durch z^ so giebt dies, verbunden 
mit 10), eine Gleichung von der Form 

11) z = F, (t). 

Hat man aber z als Funktion der Zeit, so hat man [nach 1) 
und 2)] auch x und y als solche; desgleichen [nach 10)] die Ge- 
schwindigkeit V, 

Was endlich den von der Bahn auszuhaltenden Druck anlangt, 
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so ist derselbe gleich dem Widerstände N. Für Letzteren aber 
folgt aus 3) bis 5), unter Beachtung von 7), 

12) N=±y(x'-^Xy + (y''-Yf + {/'-Zy, 

, . „ d^x „ d^y ,, d^ z 
wobei«. c=^, y =^, . =^. 

Auch liefern 3), 4) und 5) die Richtungswinkel des Druckes, 
nämlich 
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Da man nun, nach dem Vorhergehenden, x^ y^ z^ X^ Y^ Z 
durch t ausdrücken kann, so sind hiermit auch N^ A, ft und v als 
Funktionen der Zeit bestimmt. 

Die weitere Ausführung des hier Angegebenen ist selbstver- 
ständlich Sache des besonderen Falles. 

Aufgabe 140. Eine Gerade, welche durch den Koordinaten- 
anfang eines rechtwinkligen Systems geht, liegt derartig, dafs ihre 
Horizontalprojektion mit der a;- Achse den Winkel a, ihre Vertikal- 
projektion mit derselben Achse den Winkel ß bildet. Auf dieser 
Geraden ist ein Punkt beweglich, welcher in den Richtungen der 
positiven x-^ y- und ;ef- Achse von den konstanten Kräften -4, B, C 
beeinflufst wird. Er beginnt seine Bewegung im Koordinatenanfange 
vom Ruhezustande aus. Man soll (nach Anleitung der Lösung der 
vorhergehenden Aufgabe) berechnen: 

I. welche Geschwindigkeit v der Punkt besitzt, nachdem er 
die Höhe z erstiegen oder nachdem er die Entfernung x 
von der ^^r- Ebene erlangt hat; 
II. welches die Koordinaten seines Ortes zur Zeit t sind; 

III. mit welcher Geschwindigkeit er in diesem Augenblicke läuft ; 

IV. welchen Druck I> die geradlinige Bahn zur Zeit t erleidet; 
V. wie sich die unter I) bis IV) gefundenen Resultate ver- 
einfachen, wenn die Bahn mit der ^- Achse zusammenfällt. 

Lösung. I. Für die gesuchte Geschwindigkeit findet man 

V = y2Lzcotß = y2Lx, 
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wobei zur Abkürzung 

Ä -{- B tan a -^ C tan ß = L 

gesetzt wurde. 

Dieselbe ist also proportional der Quadratwurzel der erstiegenen 
Höbe und auch der der Entfernung von der ^;8;- Ebene. 

IL Die Koordinaten des Ortes sind, wenn man 

1 + tan^ a + tan^ß = M 
setzt und t vom Beginne der Bewegung an rechnet, 

y = \ —- t^ tan a, 

= 4^ — tUanß, 

wachsen mithin wie die Quadrate der Zeiten. 

III. Die Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt läuft, nimmt 
hingegen zu wie die erste Potenz; es ist nämlich 

V = , t 

IV. Der von der Bahn auszuhaltende Druck besitzt den Wert 



.-/ 



{Ata/na— Bf + {A tan ß — Cf + (C tan cc — B tan ß) 



2 



M 

hat also beständige Grösse — was übrigens auch ohne Rechnung 
sich sofort erkennen läfst. 

Seine Richtungswinkel X, fi und v sind bestimmt durch 

L — AM 



cos X 



cos (l 



MN 
Ltanci—BM 



Ltanß — CM 

cos V = z^^rz ? 

MN 

in welchen Gleichungen N den von der Bahn geleisteten Wider- 
stand bedeutet, der D gleich ist, aber entgegengesetzt gerichtet. 

V. Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall liefern 
die unter I) bis IV) stehenden Formeln 
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V = y2Äx, 

nebst den selbstverständlichen Werten y = 0^ e = 0. 

Femer 

V = At 
und endlich 

Diese Eesültate sind, als giltig für die Bewegung in einer 
Geraden unter alleinigem Einflüsse einer konstanten Kraft Aj all- 
gemein bekannt. 

Aufgabe 141. Unter der alleinigen Wirkung der Schwere rollt 
auf einer Schraubenlinie, deren Achse senkrecht steht, ein Punkt 
herab. Die Bewegung beginnt ohne Anfangsgeschwindigkeit. Der 
Steigungswinkel der Schraubenlinie ist er, der Halbmesser derselben 
gleich a, Sie wird auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be- 
zogen, dessen ;8^- Achse vertikal nach unten gerichtet ist und von 
dessen a;- Achse aus die Bewegung erfolgt. 

Man soll für den rollenden Punkt die Geschwindigkeit Vy die 
Ortskoordinaten Xj y^ z^ den auf die Bahn ausgeübten Druck D 
und dessen Richtungswinkel A, |x, i/ nach Anleitung der Lösung 
der Aufgabe 139 als Funktionen der Zeit t bestimmen. 

Lösung. Ohne Schwierigkeit gelangt man (die Zeit vom Be- 
wegungsbeginne an rechnend) zu den sehr einfache Gesetze aus- 
sprechenden Gleichungen 

V = gt sin a, 

= ^ gt^ sin^ a. 

Ferner zu den zusammengesetzteren Werten 

. gt^sin2a 

y = a sin — 1 

4a 

g^ sin 2a 

X = a cos 

4a 

Endlich ergiebt sich der absolute Wert des von der Schrauben- 
linie auszuhaltenden Druckes zu 



g cos a 



B = ^^ -- f a^ + (jf sin'' a cos^ «) t^i 
a 
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für seine Richtungswinkel aber 

'/ // ff ^ 

X • y z — g 

COSX = -^, COS(l = ~-, cosv= ^ , 

in welchen Ausdrücken N dem D gleich ist, doch entgegengesetzt 
gerichtet, -x^ y" und z" aber der Reihe nach die Werte 

— 2aA; (2A;<* cos ht^ + sin ht^), 

— 2ak {^hi? sin k^ — cos kf), 

g svn^ €c 

g si^ 2a 

haben, wobei k die Abkürzung für — bedeutet. 

4a 

Anmerkung. Zu denselben Resultaten kann man auch leicht 

kommen, ohne von der Gleichung 9) der zu Nr. 139 gehörenden 

Lösung auszugehen. Man braucht nur zu beachten, dafs einerseits 

dt' 

seits aber für unseren Fall dieselbe gleich g sin a ist. Dies liefert 
zunächst die Differentialgleichung 

d^'s 



für die Tangentialkraft allgemein der Ausdruck — -ö- gilt, anderer- 



führt damit auf 



dt 
^ z 



j=gsma^ 



dt 



- s=s ^ sin^ er. 



von hier aus zu 



mithin auch zu allen übrigen vorstehenden Werten. 

Aufgabe 142. Drei im Sinne der positiven Koordinaten eines 
rechtwinkligen Systems thätige Kräfte X, T, Z, welche nach den 
Gesetzen 

^ ^ ^ ^ 

r = - — ^— . 

Va^ + 2y 



2 



2&2_ ka 



a ya^+ 2 



az 



2h^ , 
a, 6, k konstant, — > k, 
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wirken, beeinflussen einen materiellen Punkt. Derselbe kann sich 
nur auf einer gemeinen oberhalb der aj^-Ebene liegenden Parabel 
bewegen, deren Halbparameter a, deren Scheitel der Koordinaten- 
anfang ist^ deren Achse mit der ;3^- Achse zusammenfällt und deren 
Ebene mit der a;;8?- Ebene einen Winkel von 45 Grad bildet. 

Die Bewegung des Punktes beginnt im Parabelscheitel mit der 

Geschwindigkeit h Y2, 

Von der Gleichung 9) der zu Nr. 139 gehörenden Lösung aus- 
gehend soll man zunächst die Bahngeschwindigkeit v bestimmen 
und zwar sowohl als Funktion der erstiegenen Höhe z^ wie auch 
als solche der verflossenen Zeit t. 

Ferner für den Augenblick t die Koordinaten a;, «/, ^ des Ortes 
des Punktes, die Gröfse des Druckes, welchen die Bahn erleidet und 
seine Richtungswinkel A, ft, v. 

Lösung. Die Geschwindigkeit nimmt nach den Gesetzen 






und 



v = -y2(a^+ 2h^f) 
a 

(die Zeit vom Bewegungsbeginne an gerechnet) zu. 

Die Koordinaten der Horizontalprojektion des sich bewegenden 

Punktes sind 

X = ht und y === 6^; 

er entfernt sich also der Zeit proportional von den beiden Vertikal- 
ebenen und hat für t'==l von ihnen den Abstand 5. 

Die erstiegenen Höhen z wachsen wie die Quadrate der ver- 

flossenen Zeiten und für die Einheit von t ist z gleich — • 

a 

Der auf die Bahn ausgeübte Druck ist überall gleich 

stark, nämlich gleich k. 

Die Richtungswinkel desselben besitzen die Cosinuswerte 

ht X 

cos l = - 



ya^+2bU'' ya^+2x^ 

cos (A = COS A, 

a a 



COS V 



yd'-^2})'t^ y^+2a0 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 10 
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Aufgabe 143. Die Vertikalprojektion einer vorgeschriebenen 
festen Bahn hat die Gleichung 

ist also eine gemeine Parabel mit dem Halbparameter 1, die 
seitliche Vertikalprojektion besitzt die Gleichung 



bildet mithin eine NeiTsche oder semicubische Parabel. 

Ein materieller Punkt ist gezwungen, sich auf jener festen 
Bahn zu bewegen und unterliegt Einflüssen, welche sich in den 
Richtungen der positiven Systemachsen zu den Kräften 

r==3 Y2k^zi, 
Z=2Ä;2(3^+ 1) 

vereinigen lassen. Er beginnt seine Bewegung im Koordinaten- 
anfange und hat daselbst in der Bichtung seiner Bahn die Ge- 
schwindigkeit k. 

Verlangt wird das in der vorhergehenden Aufgabe Genannte. 

Lösung. Ohne Schwierigkeiten findet man 
und 

wobei die Zeit vom Beginne der Bewegung an gezählt ist. Die 
Geschwindigkeiten wachsen also in geometrischer Progression. 
Die Ortskoordinaten ergeben sich zu 

x = \ {e^^ - l)^ 

z = e^*— 1. 

Bei der Berechnung des Druckes [nach Gl. 12) von Nr. 139] 
kommt man zunächst auf 

X - X=Ä;2(3e*'— 2), 
„ ^ Ä;2l/2 3e2**_ I0c*'+ 6 

y Y = • - 

2 ]/e*'— 1 
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und erhält damit 



N^ = 



,kt 



— 1 



Durch die letzten vier Gleichungen sind [nach 13) von Nr. 139] 
auch die Richtungswinkel des Druckes bestimmt. 

Wenn kt hinreichend grofs ist, so kann man, ohne wesentlichen 
Fehler, im Zähler des vorstehenden Wertes von N^ statt — 4 auch 
— 5 schreiben. Dann wird einfacher 

Aufgabe 144. In der a:;;ef- Ebene eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems ist eine Cycloide OP'^Ä (Fig. 16) gezeichnet, für 
welche OC = h der 

Durchmesser des erzen- ^^^* ^^• 

genden Kreises, CA die 
halbe Basis und der 
Scheitel ist; in der yz- 
Ebene eine gemeine Pa- ff 
rabel, deren Halbpara- 
meter gleich 2 a, deren 
Achse die ;2:- Achse und 
deren Scheitel ebenfalls 
der Koordinatenanfang, 
über der Cycloide steht 

eine Cy linderfläche parallel zur t/- Achse; über der Parabel eine 
andere parallel zur a;- Achse. 

Auf der Durchschnittslinie dieser beiden Flächen ist ein mate- 
rieller Punkt beweglich, welcher, aufser von seiner eigenen Schwere, 
nur von einer Kraft U beeinflufst wird, die im Sinne der positiven 
thätig ist. 

Die Bewegung beginnt im Koordinatenanfange mit der Ge- 
schwindigkeit c. Sie soll derartig erfolgen, dafs die Bahngeschwin- 
digkeit V immer aus dem konstanten Teile c und aus einem ver- 
änderlichen besteht, welcher letztere der erstiegenen Höhe 
proportional ist und für z gleich 1 den Wert k hat. 

Man soll berechnen 
I. welcher Art die Kraft U sein mufs, die diese Bewegung 
erzeugt; 

10* 
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IL welche Höhe z der Punkt zur Zeit t erstiegen hat; 

III. wie grofs die Geschwindigkeit v um diese Zeit ist. 

Lösung. L Die Kraft TJ mufs aus einem konstanten Teile 
ÄJC-f-^ nnd aus einem veränderlichen bestehen, welcher letztere wie z 
wächst und für dessen Einheit gleich 1^ ist. (CT = Ä:c + ^ + ^*^)- 

Oder man kann auch sagen: sie besteht aas dem konstanten 
Teile g und aus dem variabelen Izv^ welcher der Geschwindigkeit v 
proportional igt und für v gleich 1 den Wert Iz hat. {TJ = g -\- Izv), 

IL Bei der Bestimmung von z als Fimktion der (vom Be- 

wegungsbeginne an gerechneten) Zeit i thut man wohl zu beachten, 

dz 
dafs -— sich sofort angeben läfst, wenn man sich erinnert, dafs 



die Tangente im Punkte P der Geraden 0^ parallel sein mufs. 
Man kommt zunächst auf 

dz 






Ya + l» J (c + ke) Yz 



und damit zu 



k 



(* l/.-T -. ') 



III. Die zur Zeit t herrschende Geschwindigkeit ist 



Capitel IV. 

Aufgaben über die Berechnung von Trägheitsmomenten. 



Zusammenstellung des im Nachfolgenden Angewen- 
deten. Befindet sicli ein materieller Punkt, welcher die Masse M 
besitzt; im Abstände r von einer festen Drehachse und wird mit h 
die Winkelbeschleunigung bezeichnet, so hat man in 

P=Mlr 

diejenige Kraft, welche nötig ist, um dem Punkte seine Beschleu- 
nigung Ter zw. erteilen. 

Wirkt diese Kraft am Hebelarme a, so stellt 

ihr Moment für die Drehung dar. 

Liegt statt eines einzelnen Punktes ein ganzes System von 
materiellen Punkten vor, welche die Massen Jf^, Jlfg, JSfg, . . . . 
haben, und sich in den Abständen r^, rg, rg, . . . . von der Dreh- 
achse befinden, so mufs 

Pa = M^ kr^^ + M^ Tcr^^ -\- M^ kr^^ + 

sein, oder kürzer ausgedrückt, 

Pa = 2 (Mkr^) = k2 (Mt^). 

Für eine stetig verteilte Masse wird hieraus 

1) Pa = kfr^ dM. 

Dabei ist dM das Massenelement, also 

dM=6dV, 

wenn mit s die (konstante oder variabele) Dichtigkeit und mit d V 
das Volumenelement bezeichnet wird. 

Das Integral ist ein einfaches oder mehrfaches, je nach der 
Form der vorliegenden stetig zusammenhängenden Masse. 
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Dieser Form am besten entsprechend wird man auch entweder 
rechtwinklige, oder polare, oder noch andere Koordinaten wählen und 
dV in Bezug auf dieselben ausdrücken. 

Nach Gleichung 1) ist das Integral 

2) T = fr^dM 

das Maafs für die Beharrung. Es heifst bekanntlich Trägheits-, 
Drehungs- oder Massenmoment. 

Fällt die Drehachse, in Bezug auf welche dieses Moment ge- 
nommen wird, mit der ^- Achse eines räumlichen rechtwinkligen 
Koordinatensystems zusammen, so geht die Gleichung 2) über in 

3) T,=J{x' + y^)dM. 

Ebenso lautet das auf die «/-Achse bezogene Trägheitsmoment 

4) Ty=J{x^ + z^)dM 
und endlich das für die rr- Achse giltige 

5) T,=Jif + z')dM, 

Unter dem Trägheitshalbmesser, (welcher mit q bezeichnet 
werden möge) versteht man diejenige Entfernung von der Drehachse, 
in welcher die gesamte Masse M eines Massensjstems , in einem 
Punkte koncentriert, dasselbe Trägheitsmoment haben würde, welches 
die in dem Systeme verteilte Masse besitzt. Es ist also q durch 
die Gleichung 

6) MQ^=T = fr^dM 
bestimmt. 

Hiernach ist T die auf die Entfernung 1 von der Drehachse 
reducierte Masse des Systems. 

I. Trägheitsmomente gleichförmig dichter Linien, Flächen 

und Körper. 

A. Trägheitsmomente von Linien. 

* 

a) Ebene Linien. 

Aufgabe 145. Eine ebene Kurve AB, die den konstanten Quer- 
schnitt q und die Dichtigkeit s besitzt*, hat in Bezug auf ein recht- 



* Diese beiden Voraussetzungen mögen für alle unter A stehenden 
Aufgaben gelten. 



Aufgaben über die Bestimmung von Trägbeitsmomenten. 151 
winkliges Koordinatensystem die Gleichung 

Der Anfangspunkt A steht um a?^, der Endpunkt B um x-^ von 
der Ordinatenachse ab. 

I. Man soll die auf die x^ und ^ - Achse j3ezogenen Trägheits- 
momente Tx und Ty dieser Linie berechnen und 

II. angeben, wie dieselben lauten, wenn die Kurve bezogen auf 
Folarkoordinaten durch eine Gleichung von der Form 

r = g) (e) 

gegeben ist und von 9^ bis Oj gerechnet wird. 

Lösung. 

x^ 



T. = qe 1 



I. T, = ae / y^ Vi + 2/'^ dx, 



^0 



X, 



-"/ 



Ty = qe I x^ l/l + y'' dx. 



^0 



öl 



II. Tx=-qB I r^ Yr^ + /^ sin^ dQ, 



'0 



Ty = qe 1 



r^y? + r'cos^(ddid. 



% 
Aufgabe 14B. Eine Stange (materielle Gerade) AB hat die 
Länge L und ist unter dem Winke] a gegen eine Drehachse UV 
geneigt, welche mit ihr in derselben Ebene liegt. Der Anfangs- 
punkt A steht um c von dieser Achse ab. 

I. Welches Trägheitsmoment T besitzt die Stange in Bezug 
auf Z7F? 

II. Wie vereinfacht sich dasselbe, wenn JJY durch A gelegt 
wird und wie lautet es, wenn UV durch den Schwerpunkt von 
AB geht? 

III. Welches sind in diesen beiden besonderen Fällen die 
Trägheitshalbmesser q^ und ^g^ 
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Lösung. I. Nimmt man TJY als a?- Achse und denjenigen 

Punkt, in welchem AB^ oder dessen Verlängerung, einschneidet, 

als Koordinatenanfang eines rechtwinkligen Systems, so erhält 

man leicht 

c cot tt -{• L cos a 

T = qs tan^ aseccc 1 x^ d rc, 

c cot a 

wobei c als negative Strecke aufzufassen ist, wenn AB die Achse 
UV schneidet. 

Von hier aus gelangt man zu folgenden Resultaten: 
T= -I Jf (3c2 + ScLsincc + L^sin^cc), 
M = qsL = Masse der Geraden; 

III. Qi = ^LyS sincc; 

(»2 = ^ -^ yS sincc^ 

also Qi -= 2^2- (Man vergleiche auch „Trägheitsmomente für 
parallele Achsen", Aufg. 188.) 

Aufgabe 147. Für den Quadranten der Kurve 

/pl -j- ^1 = ai 

(deren Punkte sich bekanntlich leicht aus denen des Kreises 
a?^ + 2/^ = «^ herleiten lassen) soll I. das auf eine der Koordi- 
natenachsen bezogene Trägheitsmoment {T^ od^ Ty) berechnet 
werden und II. der Trägheitslialbmesser q, 

Lösung. Man findet leicht 

Q = ^a. 
Tx hat oflFenbar denselben Wert wie Ty. 

Aufgabe 148. Die cylindrische Gewölbfläche A' C G A 



* Hierbei — und im Folgenden immer — bedeutet M die Masse, 
wenn nicht etwa ausdrücklich anders bestimmt ist. 
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Fig. 17. 




(Fig. 17) ist nach der gemeinen Kettenlinie CA gekrümmt, 
welcher, bezogen auf das angegebene rechtwinklige Koordinaten- 
system, die Gleichung 

zukommt. Die Dimensio- 
nen J?J. = a, C = Je -Y 
(vergleiche Teil I, Aufg. 
110) werden als bekannt 
vorausgesetzt. 

Das auf die Gerade B C 
bezogene Trägheitsmoment 
T der WölbHnie ÄC soll 
berechnet werden. 

Lösung. Mit Beach- 
tung des bei Nr. 55 des 
I. Teiles Gefundenen er- 
giebt sich leicht: 

T=^Jcq6\{a^ — 2ak+ 2k^)e^—{a^-^ 2ak + 2k^)e~ *| 

oder 

T=q6[{a^ + 21(?)s — 2ak(c + k)}, 

wobei c die Dimension BC bezeichnet, s aber die Länge des Wölb- 
bogens ÄC (welche bekanntlich aus den Elementen c und k leicht 
konstruiert werden kann). 

Aufgabe 149. Es soll unter Benutzung der bekannten 
für Polarkoordinateli geltenden Gleichungen (II. der Lösung 
zu Nr. 145) das Trägheitsmoment eines Kreisbogens berech- 
net werden, dessen Radius a und dessen Centriwinkel y ist — 
und zwar 

I. in Bezug auf einen Durchmesser OX, welcher durch den 

Anfang des Bogens geht; 
II. für einen solchen F, der senkrecht zu dem ersten 

steht; 
III. soll man das Trägheitsmoment T und den Trägheits- 
halbmesser q für die ganze Kreisperipherie angeben. 
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Lösung. 

I. ^x = ^9'««^ (y — sinyCosy)-j 

IL Ty = ^qsa^ (y -\- siny cosy)'^ 

m. T=7tq6a^ = iMa^; 

also gleich der Hälfte der zum Quadranten gehörigen Sehne. 



Denen, welche bezüglich der Trägheitsmomente einfach ge- 

krümmter Linien mehr Aufgaben zu lösen wünschen als hier 

gestellt wurden, sei empfohlen, das Trägheitsmoment eines nach 

einer gemeinen Parabel gekrümmten Stabes ÄC (Fig. 18) zu 

T,. ,o behandeln für den Fall, dafs die 

Flg. 18. ' 

Drehachse B C mit der Parabelachse 

zusammenfällt und die Dimensionen 

^\. B A = a^ BG ^=^ c gegeben sind. 

\^ Dies führt, wenn ohne Benutzung von 

\ Näherungen gerechnet wird, auf das 

\ dessen Wert bekanntlich leicht an- 

\ gegeben werden kann. 
\ Es sei ferner empfohlen, diese A,uf- 

gäbe näherungsweise für den Fall 
zu lösen, dafs "/l + y"^ (siehe Lö- 
sung von Nr. 145) nach dem binomischen Satze entwickelt und 
hierbei auf diejenigen Potenzen von y verzichtet werden darf, 
welche höher sind als die zweite. 

Durch ein geeignetes Zahlenbeispiel die Näherungsrechnung 
mit der strengen Herleitung zu vergleichen, wird für Manche rat- 
sam sein. 

b) Linien im Eaume. 

Aufgabe 150. Die Horizontal- und die Vertikalprojektion 
einer Kurve AB haben die Gleichungen y = f ix)^ bezüglich 
z = q) (x). Dem Anfangspunkte A kommt die Abscisse a, dem 
Endpunkte B die Abscisse h zu. Die auf die drei Koordinaten- 
achsen bezogenen Trägheitsmomente T^^ Ty und Tg sind anzugeben. 
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Lösung. 

a ' 

a ^ 

r._,./(^+,.,i/rTi)+i)'"»- 

a ' 

Aufgabe 151. Eine Stange (materielle Gerade) AB, welche 
die Länge L hat^ steht mit ihrem Anfangspunkte Ä um h 
von einer Drehachse ab, mit der sie nicht in derselben Ebene 
liegt, und bildet mit ihr den Winkel a. Nimmt man diese Dreh- 
achse als a;- Achse, die von Ä darauf geföUte Senkrechte als ^- Achse 
und wählt die ;8f- Achse vertikal zur a?y- Ebene, so schliefst AB 
mit den beiden letztgenannten Linien die Winkel ß und y ein. 
Das Trägheitsmoment T^ ist zu bestimmen. 

Lösung. Zunächst ergiebt sich (nach Nr. 150) 
L cos a 

Tx =^ qs I \ ( ~x +6)4- ( -x) secccdx. 

J L\cos a ' / ' \cos a / J 



schliefslich aber 

T:, = ^{L^^n^a + SbLcosß+ 3h^) M. 

Die Anwendung auf besondere Fälle ist zu empfehlen. 

Aufgabe 152. Wie Nr. 148, jedoch soll (siehe Fig. 17) das 
auf BC bezogene Trägheitsmoment T' der Wölblinie A' C be- 
rechnet werden, welche eine der Kurve AC kongruente Ketten- 
linie ist. Aufser den Dimensionen BA = a und OC==k kennt 
man die Länge & der Seite BB' des überwölbten Rechtecks ABB^ A\ 

Lösung. Mit Benutzung der Lösung von Nr. 148 erhält 
man sehr leicht 

r=p^e{(a2+52--2aÄ; + 2Ä;2)e"*— (a*+&2+2aÄ; + 2Ä;2)e"""*)' 

wofür auch 

r = ge {(a^ -f &2 + 2^2) 5 - 2ak (c + Jfc)} 
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gesetzt werden darf. Dabei ist c = BC = B'C' und s die (aus 
c und k leicht konstruierbare) Länge des Wölbbogens Ä'C^ oder ÄC. 

Aufgabe 153. In der X0 -Ebene eines rechtwinkligen räum- 
lichen Koordinatensystems ist die Kurve = 4^ x^ gezeichnet (näm- 
lich die Parabel 



X 



2 



2a 



für welche a = l); in der o?^ -Ebene die andere Kurve y = ^ Y2x^ 
(nämlich die Parabelevolute 






für welche ebenfalls a = 1). Über der Ersteren dieser Linien 
steht eine Cy linderfläche parallel zur «/-Achse, über der Letzteren 
eine der ;8;- Achse gleichgerichtete. 

Für die von Null bis x gerechnete Durchschnittslinie der 
beiden Flächen sollen die Trägheitsmomente T^ und Ty bestimmt 
werden. 

Lösung. T^ = 7^^ qe (80 + 82äj + Ibx^) x\ 

Ty = xk 9'f (40 + 30a; + Qx^ + bx^) x\ 



ü 



B. Trägheitsmomente von Flächen. 

a) Ebene Flächen. 
a) Drehachse in der Ebene, 



Fig. 19. 



M.. 



No 



-XA 



p 






Mj 



I 



Aufgabe 154. Eine Fläche M^M^N^N^ 
(Fig. 19) von der konstanten Dicke d* 
wird oben und unten durch zwei Kurven 
MqM^ und NqN^ begrenzt, denen, be- 
zogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system, die Gleichungen 

Vo = fo (p) 
zukommen. 



* Die Dicke 8 möge bei den unter B. stehenden Aufgaben immer 
vorausgesetzt werden. 
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Welches Trägheitsmoment (T^^ besitzt der von Xq bis x^ ge- 
rechnete Teil jener Fläche in Bezug auf die Achse der Abscissen 
und welches andere (Ty) bezogen auf die der Ordinaten? 

Lösung. 



X, 



Tx = \ ^sf{y^^ — y^^) dx, 



Xr 



X, 



Ty = ^e/(2/i — 2/0) ^^ äx. 



X(\ 



Aufgabe 155. Es sollen die auf die Halbachsen a und h 
bezogenen Trägheitsmomente Ta und jT^, nebst den zugehörigen 
Trägheitshalbmessern Qa ^nd qt für einen Ellipsenquadranten 
berechnet werden. 

Lösung. Ta und T^ sind zunächst Doppelintegrale mit ellip- 
tischen Grenzen. Wandelt man die Letzteren auf die bekannte 
Weise in konstante Grenzen um, so erhält man sehr schnell 

Ta = ^^ Ttösah^ = ih^ M, 
Tt, = ^7td6a^h = {a^ M, 

Qb = i a- 
Aufgabe 156. Für die Fläche ÄOB einer gemeinen Cycloide 
(Fig. 20) sind Tx-, Ty^ q^ nnd qy zu berechnen. 



Fig. 20. 



Lösung. Man findet zuerst 



7t 



T^ = ^ö^a^ f{l — cos(oyd 




CO 



und damit dann 
Ferner 




n 



Ty = ÖBo!^ J{1 — cos(of (jr — CO + sinmY dm 



oder 



7t 



Ty ^= 4:öeä^ I (tt — 1» + sin mf sinf" — da. 







' 
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Dies liefert nach leichter Zwischenrechnung 

1 9 <^2 qe 

Ty = nSe ~x.- - «* = iV (12«* — 35) a^ M. 
Es ist daher 



^y = ^]/l2 %^ — 35 a. 
Aufgabe 157. Eine Fläche Bq Cq C^ H^ ist durch zwei Kurven 
Bq Cq, B^ C^ (vergl. Fig. 7 auf S. öl des I. Teiles), deren Polar- 
gleichungen 

»•o = ^(e), »•i = /l(e) 

sind, und durch zwei Leitstrahlen BqB^^ ^o^i> welche zu den Ano- 
malien ÄqOBq = Qq^ ÄqOCq = 6i gehören, begrenzt. 

I. Welche Werte haben die Trägheitsmomente T^ und Ty? 
IL Wie lauten dieselben dann, wenn die Fläche ein voller 

Kreisring ist, dessen Radien a und h sind? 
IIL Welches ist der Trägheitshalbmesser q dieses Ringes und 
wie läfst er sich aus den Elementen a und h konstruieren? 
Lösung. 

L T^ = i ^f/Cn* — V) sin^ 0de, 

% 
n. T:, = Ty = i Ttde (a* — b% 

IIL ^ = ^ya^^rfeS 

also die Hälfte der zu den Katheten a und b gehörenden Hypo- 
tenuse. 

Aufgabe 158. Die bei der vorhergehenden Lösung unter I. 
gefundenen Gleichungen sollen benutzt werden, um für einen ellip- 
tischen Ring die auf seine Achsen bezogenen Trägheitsmomente 
Ta und Tb zu berechnen. Die innere Ellipse hat die Halbachsen 
a und hj die äufsere a^ und h^, 

Lösung. Zunächst kommt man auf 

Y 
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worin a^, ß^^ a, ß^ die reciproken Werte von a^, t^, a und h sind. 
Schliefslich ergiebt sich 

und 

w^ofür auch geschrieben v^rerden kann 

Ta = \ (M, \' - Jtf &^), 

bezüglich 

v^enn Jlfi die Masse der äufseren, M die der inneren Ellipse be- 
zeichnet. 

Man vergleiche diese Resultate mit denen von Nr. 155. 

ß) DrehacJise senkrecJit zur Ebene. 

Aufgabe 159. Es soll für die in Nr. 154 bezeichnete Fläche 
das auf die (senkrecht zur ä?^- Ebene stehende) ;8^- Achse bezogene 
Trägheitsmoment Tg berechnet und nachher mit T^ nebst Ty ver- 
glichen v^erden. 

Lösung. 

T, = öef {x' {y, -y,) + \ (yi'-yo') ) ^^5 

Aufgabe 160. Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Ka- 
theten a und h. Man soll für eine zu seiner Fläche normal 
stehende und durch den Scheitel des rechten Winkels gehende Achse 
das Trägheitsmoment T und den Trägheitshalbmesser q berechnen, 
für letzteren auch eine Konstruktion angeben. 

Lösung. 

T = i^ öeah («2 + 2^2) _ ^ (^2 ^ ^2) j^ 

oder, wenn mit c die Länge der Hypotenuse bezeichnet wird, 



Daher 

c 



ic}r&^ 



was als geometrisches Mittel zu c und ^ c konstruiert werden kann. 
Aufgabe 161. Für ein regelmäfsiges Sechseck (Seiten- 
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länge a) sind T^ und q in Bezug auf die durch den Mittelpunkt 
gelegte Achse zu bestimmen. 

Lösung. Am geschicktesten ist es, zunSchst -^Tz zu be- 
rechnen, indem man eines der sechs gleichseitigen Dreiecke so legt, 
dafs es von der o;- Achse des rechtwinkligen Koordinatensystems 
halbiert wird. Es ergiebt sich 

Aufgabe 162. Das letzte der unter Nr. 159 gefundenen Ee- 
sultate soll angewendet werden, um Tg nebst dem zugehörigen q 
für einen Ellipsenquadranten zu ermitteln. 

Lösung. Man erhält 

r. = i («' + h") M; 



9 = i V^?Wb\ 
und zwar, wenn die Lösung von Nr. 165 benutzt werden darf, 
ohne alle Eechnung. 

Aufgabe 163. Wie 162, doch liegt nicht ein Ellipsenquadrant 
vor, sondern die in Fig. 20 gezeichnete halbe Cycloidenf lache. 

Lösung. 

nach Nr. 156. 

Aufgabe 164. Für die in Nr. 157 näher bezeichnete Fläche 
soll Tg bestimmt und mit T^ nebst Ty verglichen werden. Ferner 
soll man die gefundenen Ergebnisse benutzen, um Tg und q für 
einen vollständigen Ereisring anzugeben, dessen innere und 
äufsere Radien &, bezüglich a, sind. 

Lösung. 



% 



J-g — J-x i" -^ y 

Für den Kreisring: 

Tg=i Ttös (a* — 6*) = ^ (a^ + &^) M; 
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b) Umdrehungsflächen. 

Aufgabe 165. Eine ebene Kurve Ä^Ä^, deren Gleichung 

z = f(x) 

ist, dreht sich um die ^- Achse des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Die Kurve wird von Xq bis x^ oder von Zq bis 0^ ge- 
rechnet. Das Trägheitsmoment Tg und der zugehörige Trägheits- 
halbmesser Q sollen für die zum Drehwinkel w gehörende Rotations- 
fläche ÄqÄ^B^Bq bestimmt werden. 

Lösung. 

dx 



T. - >..ß ]/: + (f )' 



oder auch 



Ferner 



Xq 



^1. 

T, = $Bm I x^ 



^0 



l/'+(s)'- 



y M 



9 = 



wobei 



t//i 



2 

dz. 



Aufgabe 166. Ein abgestumpfter Kegel hat ag und a^ 
als Halbmesser der Parallelflächen, 7i als Stumpfhöhe. Das T^ und 
das (> seiner Mantelfläche sind zu berechnen, auch ist für q eine 
Konstruktion anzugeben. 

Lösung. 



Tg=i Ttds (a,' + a,') {a, + a,) y(a, - a,y + h' 



oder, da die Masse ilf des Mantels gleich Ttds (ag+aj ]/(a2 — ^i)^ ~t" ^^ ^st, 
folglich 
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was leicht konstruiert werden kann als Hälfte der zu den Katheten 

ag y^ und a^ |/ 2 gehörenden Hypotenuse. 

Aufgabe 167. Um eine Achse OZ, die ihn in einem seiner 

Endpunkte berührt, dreht sich ein Viertelkreis, dessen Eadius a 

ist. Tg und q sollen für die erzeugte Rotationsfläche berechnet werden. 

Lösung. Zuerst ergiebt sich 

a 



T,= 2 



ndsa I 



X 



8 



y^ax -— x^ 



dx\ 



hieraus dann 

Für die Masse findet man 

M = nin — 2)dfa^, 



hat mithin 



T /ibit — 44 



c) Allgemein krumme Flächen. 

Aufgabe 168. Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system ist eine Fläche (Fig. 21) durch die Gleichung 

^ = f{^, y) 



Fig. 21. 




gegeben. Die icy -Pro- 
jektion eines gewissen 
Teiles derselben wird 
durch zwei Kurven 
NqMqN^ und NqM^N^ 
begrenzt, welche die 
Gleichungen y^ = f^ (x) 
und y^ = /i (x) haben. 
Sie werden von der Ab- 
scisse OLq = Xq bis zu 
der Abscisse OL^ = rr^ 
gerechnet. Man soll die 
auf die drei Koordinaten- 
achsen bezogenen Träg- 
heitsmomente TxfTy und 
Tg ermitteln. 



wobei 
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Lösung. 

^1 Vi 
T. = 8eJ ßf + z') Edxdy, 

Ty = Sef J{x^ + z^) Bdxdy, 
T, = dej J{x^ + 3/2) Bdxdy, 

^0 2/0 



«=>/'+©'+©'• 



Aufgabe 169. um den Mittelpunkt eines rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems ist ein Eugeloktant konstruiert, dessen Eadius 
die Länge a besitzt. In der :rt/-Ebene befindet sich ein Halb- 
kreis über der ic- Achse, welcher den Halbmesser \a hat und von 
der y- Achse berührt wird. Das Trägheitsmoment Tz und der zu- 
gehörige Trägheitshalbmesser q sollen für den über diesem Halb- 
kreise liegenden Kugelflächenteil berechnet werden. 

Lösung. Man kommt zunächst auf 



'■■ - '-fh 



a yx {a — x) 

^ + y* 



g =; dxdy. 
x^ — y^ 





Hier empfiehlt sich, aus naheliegenden Gründen, die Ein- 
führung von Polarkoordinaten. 
Es resultiert 

Da nun (Lösung der Aufg. 83 des ersten Teiles) die Masse 

M = i(7t — 2)dBa^ 

ist, so kann man auch schreiben 

_ 2(3«- 7) 

'"" 9 («-2) "' 
hat also 



9 = 1 1/ — K a. 



-*]/^~ 



11* 
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C. Trägheitsmomente von Körpern. 

a) Umdrehungskörper. 

a) Drehachse die geometrische Achse, 

Aufgabe 170, In der xy-Ehene eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems ist die Fläche AqÄ^B^Bq (Fig. 22) vorgeschrieben, 
die von der Abscisse OLq = Xq bis zu der Abscisse OL^ = x^ 
gerechnet wird. Die Gleichungen der sie begi*enzenden Kurven 
-4q^j, bezüglich BqB^^ lauten 

Jene Fläche ÄqA^B^Bq dreht sich ein volles Mal um die 
ic-Achse und erzeugt dadurch einen allgemeinen Rotations- 
körper, dessen auf jene 
Achse bezogenes Trägheits- 
moment Tx berechnet wer- 
den soll. 

Lösung. Für die vor- 
liegenden rechtwinkligen 
Koordinaten ist T^ zunächst 
ein dreifaches Integral; 
führt man aber, was offen- 
bar der Natur des Umdreh- 
ungskörpers besser entspricht, cylindrische ein (r, co und jr), so 
erhält man schliefslich ein einfaches, nämlich 



Fig. 22. 




X, 



T^ = I 7tef{i/i^ — Vq^) dx. 



x"" 



Ist der Rotationskörper nicht hohl, sondern massiv, so geht 
diese Gleichung über in 

x, 
Tx == ^ Ttejy^^dx. 



P^o 



Aufgabe 171, Ein Rhombus, dessen Diagonalen AC = 2a und 
BD = 2b sind (Fig. 23), dreht sich ein volles Mal um die Achse 
CTF, welche parallel zu AC im Abstände c liegt. 
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Man soll für den erzeugten Eing 
(Schwungrad mit Rhombusquer- 
schnitt) das auf die Rotationsachse be- 
zogene Trägheitsmoment T^ und den zu- 
gehörigen Trägheitshalbmesser q berech- 
nen, auch für letzteren eine Konstruktion 
nennen. 

Lösung. Es ergiebt sich 

a 




J-T 



-»/0-Dp+'"('— D") 



dx 







und hieraus 

Ta, = 27ieal)c(b^ + 2c^). 

Für die Masse M des Ringes liefert die Guldin'sche Regel 

M = Aiteabc, 

mithin ist ^ ^ ,--/, 9 • ^ «\ 

daher 

folglich als Hälfte der zu den beiden Katheten 6 }/2 und 2 c ge- 
hörenden Hypotenuse leicht konstruierbar. 

Aufgabe 172. I. Das Träg- 
heitsmoment Tx desjenigen Ringes 
(Schwungrades) soll berechnet 
werden, welcher entsteht, wenn sich 
der Querschnitt ABCBE (Fig. 24) 
um die Achse XOX dreht; 

IL soll angegeben werden, wie 
jenes Tx lautet, wenn der genannte 
Querschnitt in den Halbkreis FBCB G 
übergeht. 

Lösung. 



r 



X 




^x=-^7tS 



2&(15a* + 3&* — lOaH^ + dOa^c^ — SOh^c^) 



+ 15a^c(3a^ + ^^c^) aresin — l. . 
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In dem genannten besonderen Falle: 

T:, = -^'jtBa^ {16a (2 «2+ 15c^)+ lbitc{^a^ + 4c*)}. 

Aufgabe 173. Ein Eotationsparaboloid von der Höhe h 
und dem Halbparameter ^ wird durch ein anderes ausgehöhlt, 
welches dieselbe Achse hat, dessen Scheitel von dem des ersten 
um a absteht und dessen Halbparameter q ist. Zu berechnen Tx 
unter Benutzung der ersten bei Nr, 170 angegebenen Gleichung. 

Lösung. Zunächst findet man 

ah I 



Tx == \Ttz 



a 

dies liefert schlief slich 

Geht das hohle Paraboloid in ein massives über, so wird 
diese Gleichung zu der sehr bekannten 

Die letzte Formel kann, wie man leicht übersieht, auch be- 
nutzt werden, um die vorhergehende zu erhalten. 
Ferner können auch die Massen 

M^ = Ttsph^ und M^ = iteqQi — (if 

zur Einführung gelangen. 

Aufgabe 174. In der aj^e^-Ebene eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems liegt ein mit dem Halbmesser a konstruierter Viertel- 
kreis derartig, dafs die Achsen der x imd z ihn berühren. Das 
Trägheitsmoment Tx und der zugehörige Trägheitshalbmesser q 
sollen für denjenigen massiven Rotationskörper berechnet werden, 
welcher entsteht, wenn der genannte Quadrant um die Abscissen- 
achse eine volle Umdrehung macht. 

Lösung. Hier empfiehlt sich offenbar die Benutzung von 
Polarkoordinaten. 

Es entsteht 

Tx = T^XF ^(332 — 1057r)ea^ = 0,0558£a^ 
Für die Masse ergiebt sich 
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Mithin ist 



-1/332 



332 — 10571? ^,^ 

20(10 — 37c) ' 



ß) BrehacJise senkrecht zur geometrischen Achse, 

Aufgabe 175. Es soll für den in Nr. 170 bezeichneten ali- 
gemeinen ümdrehungskörper das auf die ;s:-Achse bezogene 
Trägheitsmoment T^ berechnet werden. 

Lösung. Bei Verwendung cylindrischer Koordinaten, die hier 
jedenfalls am geeignetsten sind, erhält man leicht 

oder, für die Anwendung brauchbarer geschrieben, 

ß' (2/1' - %') dx + \J{y* - y*)dx 

Aufgabe 176. Die Mantelfläche eines Rotationskörpers ist 
erzeugt worden, indem sidh die von x = bis a; = a gerechnete 
semikubische Parabel 

ein volles Mal um die Abscissenachse drehte. Der Körper besitzt 
eine cjlindrische Aushöhlung vom Durchmesser 26, deren Achse 
mit der der x zusammenfällt. T^ ist zu ermitteln. 

Lösung. Die unter der vorigen Nummer angegebenen Gleich- 
ungen liefern 

T, = 7C£a^Ä(^aY« + i«y« + i\»'^ + -^«'& + l«y»^' + l^')- 

Aufgabe 177. Welches Trägheitsmoment Tg hat ein massiver 
Kegel (Basisradius 6, Höhe h) bezogen auf eine Drehachse, welche 
aufserhalb desselben, auf der Seite der Kegelspitze, im Abstände a 
von der letzteren liegt, die Kegelachse schneidet und senkrecht zu 
ihr steht? 

Welchen Wert besitzt dieses Tg dann, wenn die Drehachse 
durch die Spitze geht? 

Lösung. 

T.={a' + iah + f Ä^ + ^h')M 



A 
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und in dem genannten speciellen Falle: 

Aufgabe 178. Das Doppelte des in Nr. 174 vorgeschriebenen 
Umdrehungskörpers ist derartig gelegen, dafs es von der yz-Ehene 
halbiert wird, letztere nämlich den mit dem Eadius a beschriebenen 
Parallelkreis des Rotationskörpers in sich enthält; Tg und das zu- 
gehörige Q sind zu bestimmen. 

Lösung. 

T^ = ^ 7C£ (268 — 85 7t) a\ . 

M = \7tB{lO — '6%)a^, 
Daher 



,t/3(268— 85;r) 
^==*|/To(10-3.)^- 

Aufgabe 179. Für eine massiveKugel, welche den Radius a 
hat, sollen Tg und q in Bezug auf eine Drehachse berechnet werden, 
die vom Mittelpunkte um c (> a) entfernt ist und einen Durch- 
messer senkrecht schneidet. 

Lösung. Am besten mit Benutzung von Polarkoordinaten er- 
giebt sich 

also 



i/^ 



+ b& 



b) Körper, welche nicht von Umdrehungsflächen 

begrenzt werden. 

Aufgabe 180. Eine gerade, regelmäfsige, sechsseitige 
Pyramide ist durch ihre Höhe Ji und durch die Grundflächen- 
seite a gegeben. Es soll durch dreifache Integration (vergl. Nr. 181) 
das auf ihre Achse bezogene T bestimmt und auch q ermittelt werden. 

Lösung. Wenn man die Pyramide geschickt gegen das Ko- 
ordinatensystem legt, so hat man sehr schnell ^ T, damit dann 
auch T, nämlich 
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mithin 

also einen recht hübschen einfachen Satz. 

Aufgabe 181. Die vorige Aufgabe soll gelöst werden, in- 
dem man die Pyramide parallel zur Grundfläche in unendlich dünne 
Schichten zerlegt, die Trägheitsmomente dieser letzteren bestimmt 
und summiert. 

Lösung. Man berechnet zunächst die Masse dM eines der 
schichtenförmigen Elemente, multipliciert dieselbe mit dem Quadrate 
ihres Trägheitshalbmessers (wobei die Lösung von Nr. 161 in Be- 
tracht kommt) und integriert. Das Integral ist hier (im Gegen- 
satze zu Nr. 180) ein einfaches und zwar 

h 



=%r^4f 




Es liefert selbstverständlich das vorige Resultat. 

Aufgabe 182. Eine bei durchaus rechtwinklige, drei- 
seitige Pyramide OABG hat die Kantenlängen OA = a, 
OB = &, 0C = c. 

Das auf a bezogene Trägheitsmoment T« soll ermittelt werden, 
indem man sich den Körper parallel zur Ebene 6 c in unendlich 
dünne Schichten zerspalten denkt, für eine derselben dTa be- 
stimmt, etc. wie bei 181. 

Femer sollen die Trägheitsmomente T^ und Tq angegeben 
werden. 

Lösung. 

a 



Ta = ^e ^' ^^' t ""^ / (a-xfdx; 

et 



!A- 




Ta = ^ .e abc (b^ + (^) =- ^ (b' + c'O M. 
Tö = ^ («' + <?) M. 
2'c = tV («' + &') ^• 

Aufgabe 183. Die Halbachsen a und h der Grundfläche eines 
elliptischen, geraden Kegels, wie auch seine Höhe Ti, sind 
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gegeben. Zu berechnen ist das für seine Achse geltende T und 

zwar durch einfache Integration. 

Lösung. Mit Beachtung der zu Nr. 162 gehörenden Resultate 

hat man sehr leicht 

h 

^c r^2 _L h^\ ^h / 

T = 



TTf {c? + &*) a& /*, . 4 , 





T=^jte (a^ -^h^jabh^^ ^^ (a? + V') M. 

Aufgabe 184. Von einem ganz allgemeinen, geraden Kegel 
kennt man die Höhe h, den Inhalt G der Grundfläche und ihren 
Trägheitshalbmesser q. Mittelst einfacher Integration soll das 
auf die Höhenlinie bezügliche T berechnet werden. 

Lösung. 

pn^ a / 



'-"^f-fo^-^ydz, 





Aufgabe 185. Die Grundfläche eines Kegels besteht aus vier 
Cycloidenflächenquadranten [von denen Fig. 20 (bei Nr. 156) 
einen darstellt]; seine Höhe ist h. Die letzte Gleichung der vor- 
hergehenden Nummer soll verwendet werden, um das auf die Kegel- 
achse bezogene T zu berechnen. 

Lösung. Der Trägheitshalbmesser der Basis wurde unter 163 
ermittelt. Die Benutzung jenes Resultates liefert 

T = i 7i;2 a^ iüf = I £7t^ «4 ^ 

Aufgabe 186. Für das Ellipsoid sollen die auf die drei Achsen 
a, &, c bezogeneu Trägheitsmomeiite ermittelt werden und zwar 
I. durch dreifache Integration; 

II. durch einfache, indem man in unendlich dünne Schichten 
zerlegt und das zu Nr. 162 gehörende Ergebnis benutzt. 

Lösung. 
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Nach Wegschaffung der elliptischen Grenzen führt dies auf 

T, = ^ni abc (a^ + &«) = | (a« + 6«) M. 

Daher ist 

n = i («* + c*) M, 



c 



II. T = ^ J^ / (c* — ;ef*) (^-er. 


Resultate selbstverständlich wie bei I. 

Aufgabe 187. Ein schiefabgeschnittenes, gerades 
Prisma hat als Grundfläche ein Rechteck ABCD^ dessen Seiten 
AB =^ a und AD = h sind. Die drei Seitenkanten, welche in 
A^ B und C stehen, besitzen die Längen c, c^, c^\ die vierte, hier- 
durch bestimmte, ist c^. Sie sind sämtlich bekannt. 

Das auf die Kante c bezogene Tq wird gesucht. 

Lösung. 

O "~" Ci V ~"^ Co 

ab a , b '^ 

Tc = e I j I {x^ + y'')dxdydg, 


oder auch 



O ■^"~ C/| C/| v»o 



c X —^ — = y 

ab a b ^ 



Tc = a I I I {x^ + y') dx dy dz. 


Daher schliefslich 

Tc= ^ Bab{a^ {2c^ + Sc^ — c) + fc^ (3^^ 4. 2ci — c)}, 
oder 

Te = ^ fa&ja^ (c + q + 2C2) + 6^ (2c — c^ + Sc^)}. 

Bei gleich langen Seitenkanten liefert dies das sehr bekannte 
Resultat 

Tc = \ sabc (a^ + b^). 
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D. Trägheitsmomente für parallele Achsen. 

Aufgabe 188. I. Welche Beziehung besteht zwischen deiyenigen 
einer ebenen Kurve zukommenden Trägheitsmomenten T und 2\, 
welche auf Brehachsen bezogen sind, die in der Kurvenebene pa- 
rallel zu einander liegen? 

IL Wie lautet diese Beziehung, wenn eine der Achsen durch 
den Schwerpunkt der Linie geht? 

III. Wie folgt mittelst derselben aus dem unter Nr. 146 ent- 
wickelten Tg das daselbst angegebene T der Geraden? 

IV. In welchem Verhältnisse steht das auf eine Tangente be- 
zogene Trägheitsmoment T^ einer vollen Kreislinie zu demjenigen 
T<i, welches für einen zu dieser Bertihrenden parallelen Durch- 
messer gilt? 

Lösung. I. Man findet leicht 

wobei 7c die gegenseitige Entfernung der beiden Drehachsen und rj 
der Abstand des Schwerpunktes der Masse M von der ursprüng- 
lichen Achse, also von derjenigen, auf welche T bezogen ist. 

II. T, = T, + Je, M, 

wenn für T in diesem speciellen Falle lieber Tq geschrieben wird. 

III. T folgt aus Tg, wenn man in die vorige Gleichung 

Je = c -{- ^ L sin <x 
einführt. 

IV. Tt ist das Dreifache von T^, wie sich aus dem unter 
Nr. 149, in angeführten Resultate sofort ergiebt. 

Aufgabe 189. In einer Ebene, deren Begrenzung man kennt, 
liegen zwei parallele Drehachsen, bezüglich welcher sie die Träg- 
heitsmomente T und T^ besitzt. Der Zusammenhang zwischen den 
Letzteren wird gesucht. . 

Lösung. Die Resultate lauten, wie die unter I und II in 
der vorhergehenden Nummer angegebenen. 

Aufgabe 100. I. Welche Trägheitsmomente Ta und Tb besitzt 
die Ellipsen fläche in Bezug auf Tangenten in den Endpunkten 
Ä und B ihrer grofsen und ihrer kleinen Achse? 

IL Welche Ta und Tb hat — für Berührende in Ä und B 
(Fig. 20 bei Nr. 156) — die Cycloidenfläche? 
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Lösung. I. Mit Benutzung von Nr. 155 ergiebt sich sofort, 
dafs Ta fünfmal so grofs ist, wie das auf die kleine Ellipsenachse 
bezogene Trägheitsmoment; ebenso Tß das Fünffache von dem für 
die grofse Achse geltenden. 

II. Die zu Nr. 156 gehörende Lösung liefert 

. Ta = ^ (4871^ — 35) «2 M ' 
und 

Tb = VV «' ^. 

Aufgabe 191. Wie 189, doch für den Körper. 

Lösung. Nimmt man die ursprüngliche der beiden Dreh- 
achsen (nämlich diejenige, auf welche T bezogen ist) als ;ef- Achse 
eines rechtwinkligen Systems und legt die rr^- Ebene desselben der- 
artig, dafs sie die andere vorgeschriebene Drehachse in sich ent- 
hält, so ergiebt sich ohne alle Mühe 

Dabei bedeutet § die Abscisse des Schwerpunktes. 

Geht durch den Letzteren die eine der beiden Drehachsen, so wird 

T, = T^ + Je' M, 

wie bei Nr. 188 II und 189. 

Diese Gleichung gilt auch dann noch, wenn die erste Achse 
zwar nicht durch den Schwerpunkt läuft, letzterer aber in der- 
jenigen Ebene sich befindet, welche senkrecht zur gemeinschaft- 
lichen Normale der beiden Drehachsen so liegt, dafs sie die ur- 
sprüngliche in sich enthält. 

Aufgabe 192. Das unter Nr. 152 Gefundene soll aus dem 
unter Nr. l48 Gewonnenen hergeleitet werden, indem man die 
Lösung der Aufgabe 191 benutzt. 

Lösung. Es gilt hier, wenn man die materielle Wölblinie 
als Körper auffafst, der Schlufssatz von Nr. 191. Dabei ist 2\ 
das T' von Nr. 152, ferner T^ das T von 148, endlich ist h der 
Abstand der parallelen Drehachsen und 

M = qss. 

Dies liefert das unter Nr. 152 angegebene Resultat. 

Aufgabe 193. I. Es soll (mit Benutzung von Nr. 186) das 
Trägheitsmoment T^ eines aus den Halbachsen a, h und c kon- 
struierten Ellipsoids für eine Drehachse berechnet werden, welche 
durch einen der Scheitel geht und der c- Achse gleichgerichtet liegt. 



i 
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n. Desgleichen (unter Verwendung von Nr. 171 und Fig. 23) 
für einen durch Botation eines Rhombus entstandenen Bing 
(Schwungrad mit Rhombusquerschnitt) in Bezug auf eine 
durch die äuTserste Ringkante gehende Drehachse, welche der 
geometrischen Achse desselben parallel ist. 

Lösung. I. Oeht die Drehachse durch einen der beiden 
a- Scheitel, so hat man 

läuft sie hingegen durch einen der &- Scheitel, so ist 

T^ ^ ^ {a» + 6b*) M. 
II. Für das Schwungrad ergiebt sich 

Ti = -J- (36* + 4.hc + 4c*) M. 

Aufgabe 194. Ein schiefabgeschnittenes, gerades 
Prisma hat ein Quadrat mit der Seitenlänge a als Grundfläche. 
Zwei sich gegenüber liegende seiner Seitenkanten haben beide die 
Länge c^, die anderen die Längen c und Oj. 

Mit Benutzung der Lösung von Nr. 187 soll das Trägheits- 
moment dieses Körpers für eine Drehachse berechnet werden, welche 
den Seitenkanten parallel ist und durch den Schwerpunkt geht. 

Lösung. Nach Nr. 97 des ersten Teiles ist die Schwerpunkts- 
lage bekannt. 

Es ergiebt sich 

^ . ± 11^1^ + 2cci 

oder auch, weil die Masse 

M = ea* Ci 

ist, 



c* 



^1 



2 llCi* + 2cci — c* 



^0 = tV «' ^ '2 ^• 



Cl 



Aufgabe 195. Von einem allgemeinen Kegel, oder einer 
allgemeinen Pyramide, für welche die Gerade OJf, die die 
Spitze mit dem Grundflächenschwerpunkte M verbindet, die 
Länge a hat, kennt man das Trägheitsmoment T in Bezug auf eine 
durch allgemein gehende Achse DD. Es soll ermittelt werden 

I. welchen Wert T^ es für eine andere Drehachse D^ D^ be- 
sitzt, die in dem auf OM gemessenen Abstände b von der 
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Spitze die Gerade OM unter dem Winkel a schneidet und 

parallel zu. DD liegt; 
II. wie grofs 5\ ist, für ö = f a. 
Lösung. I. Man findet leicht 

T^ = T—ih(ßa — 26) M sin^ a. 

IL Dies wird für b = ^ a zu 

Ti = T — (f a siw ay M, 

wie es sein mufs, weil dann die Achse, auf welche T^ bezogen ist, 
den Schwerpunkt in sich enthält. 

Aufgabe 196. Ein gerader Cylinder besitzt die Höhe 2Ä 
und als Basis eine Cycloidenf lache, von welcher AOB (Fig. 20 
bei Nr. 156) einer der vier kongruenten Quadranten ist. 

• Man soll, durch Anwendung des für parallele Drehachsen gel- 
tenden Satzes (Lösung zu 191) und mit Benutzung der unter Nr. 156 
angegebenen Resultate, sein Trägheitsmoment berechnen 

L für eine Achse TITJi^ welche durch den Schwerpunkt geht 
und dem längsten Durchmesser AA^ der Basis gleich- 
gerichtet liegt; 
IL für eine andere FFj, ebenfalls durch den Massenmittel- 
punkt laufende, die dem kürzesten Grundflächendurch- 
messer BB^ parallel ist. 
Lösung. Wir beziehen den Cylinder auf ein Koordinaten- 
system, dessen a;- Achse mit AA^^ dessen y- Achse mit BB^ und 
dessen ;er. Achse mit der geometrischen des Körpers zusammenfällt. 
Hierauf zerlegen wir ihn in Schichten, welche die Dicke dz haben 
und der Grundfläche parallel sind. Dann ergiebt sich leicht 

Tü=\ itic? (35 a^ -f 12ä2) }i 
und 

Ty = \nzc?{{\1i^ - 35) «2 -j- 12^2} Ä, 

in welche Gleichungen noch 

eingeführt werden kann 

Aufgabe 197. Das Trägheitsmoment T einer Kreisfläche, 
die den Eadius a hat, soll für eine Drehachse AA berechnet wer- 
den, welche durch das Centrum geht und mit der Fläche den 
Neigungswinkel ^ bildet. Die Ermittelung von T soll erfolgen, 
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indem man sich den Kreis in unendlich schmale Streifen zerlegt 
denkt, für einen derselben das Trägheitsmoment in Bezug auf eine 
Achse Ä^Äi bestimmt, welche parallel zn ÄA durch seinen Schwer- 
punkt geht, sodann auf ÄÄ tiberträgt (nach Nr. 191) und schlief s- 
lich alle diese Momente summiert (integriert). 

Lösung. Unter Benutzung von Nr. 146 II und bei Ver- 
wendung eines in der Ebene des Kreises liegenden rechtwinkligen 
Koordinatensystems XOY, dessen Abscissenachse die Projektion 
von ÄÄ ist, kommt man leicht zu 

y =» 

und damit zuletzt auf 

T={ Ttdea'' (1 + sin^ ß) = ^ a^ (l + sin'' ß) M, 

bei dessen Herleitung die Einftihrung von Polarkoordinaten sich 
empfiehlt. 

Der Trägheitshalbmesser ist hiernach die Hälfte der zu den 
Katheten a und a sin ß gehörenden Hypotenuse. 

Für ß = 90^ gehen die vorstehenden Gleichungen über in die 
sehr bekannte 

Aufgabe 198. Man soll, unter Anwendung des für parallele 
Drehachsen geltenden Satzes (Nr. 191) und mit Benutzung des in 
der vorhergehenden Lösung angegebenen Resultates, das Trägheits- 
moment T eines geraden Kreis cy lind er s (Durchmesser 2 a, 
Höhe h) für eine Achse UU^ berechnen, welche durch seinen 
Schwerpunkt geht und mit der Basis den Neigungswinkel ß ein- 
schliefst. 

Lösung. Auf dem in den vorigen Lösungen gezeigten Wege 
ergiebt sich 

T=^{Sa^l + sin^ ß) -f h^ cos^ ß}M, 

was für jS = 0° und 90® die für den Cylinder allgemein bekannten 
Formeln liefert. 

Aufgabe 199. Ein schiefer Kreiscylinder hat den Basis- 
radius a, die Achsenlänge L und ist unter dem Winkel ß gegen 
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seine Grundfläche geneigt. Welchen Wert besitzt das für seine 
Achse geltende T? 

Lösung. Das unter 197 angegebene Resultat verwendend, hat 
man sogleich 

wobei 

M= TtBC? L sin a 
ist. 

Aufgabe 200. Wie 199, doch für den schiefen Kreiskegel; 
a, L und ß wie dort. 

Lösung. Auch hier die Lösung von Nr. 197 benutzend erhält 
man 

T=^7ts{l + sin^ß) sinßa^ L = -^^^ (l + sin^ ß) a^ Mr 



E. Trägheitsmomente far gegen einander geneigte 

Achsen. 

Aufgabe 201. Auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem ist 
ein allgemeiner Körper bezogen. Das Trägheitsmoment T des- 
selben soll für eine Achse OÄ berechnet werden, welche mit denen 
der üJ, y und die Winkel a, j3, y bildet und durch den Koordi- 
natenanfang geht. 

Lösung. Zunächst ist 

T = ^fjfp^ dx dy dz^ 

wenn mit _p der senkrechte Abstand von OA für das an der Stelle 
xyz liegende Element bezeichnet wird. 

Drückt man p durch a?, ^, z^ et, jS, y aus und benutzt die Ab- 
kürzungen 

A =fff(y^ + z^) dx dy dz, 

B =fff(x^ + 0^) dx dy dz, 
0=JJJ{x^ + y^)dxdydz, 
B =jjjy^ dx dy dz, 
E '=jjj^^ dx dy dz, 
F =JJJxy dx dy dz, 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 1 2 
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so entstellt 

T = € {-4 co^ a -\- B cos^ ß + C co^ y — 2D cos ß cosy 

— 2E cos a cos y — 2F cos a cos ß}. 

Hierbei sind (siehe die „Zusammenstellung^' am Anfange des 
Capitels IV) die mit e multiplicierten Integrale Ä, B und C die 
auf die drei Koordinatenachsen bezogenen Trägheitsmomente. Dies 
lehrt auch die letzte Gleichung, wenn man in derselben einen der 
drei Winkel gleich Null setzt, wobei die beiden anderen zn 90® 
werden. 

Aufgabe 202. Es soll mit Benutzung der vorhergehenden 
Lösung das Trägheitsmoment des EUipsoids berechnet werden 

I. für eine Drehachse, welche durch den Schwerpunkt geht 

und mit den Ealbachsen a, &, c die Winkel er, j3, y bildet; 

IL für eine solche, die ebenso geneigt ist, jedoch um k vom 

Massenmittelpunkte absteht. 
Lösung. I. Die Integrale A^ By C sind nach Nr. 186 bekannt; 
D, Uj und F ergeben sich zu Null. Daher resultiert 

Tq = ^ («2 sin^ a + h^ sin^ ß + c^ sin^ y) M. 

IL Femer (nach 191) 

T* = To + l^ M. 

Aufgabe 203. Mit den Kantenlängen U=a, F=6, W==c 
ist eine bei durchaus rechtwinklige, dreiseitige Pyramide 
konstruiert worden. Gesucht wird ihr Trägheitsmoment T in Bezug 
auf eine Drehachse, welche mit den genannten Kanten die Winkel 
a, ß, y einschliefst und die Spitze in sich enthält. 

Lösung. Nach Nr. 182 kennt man die drei ersten Glieder der 
hier geltenden letzten Gleichung von 201. Ferner ergiebt sich 

s D = ^hc Mj s E = ^ ac My s F == -^ ah M. 
Daher ist 
T=-^{{h^ + c^) cos'' a + (a^ + c") cos^ /3 + (a« + 6«) cos^ y 

— hc cos ß cos y — ac cos acosy — ah cos acosß) Jf , 

was für a = 0, oder /3 === 0, oder y = wieder die nach 182 
bekannten einfachen Formeln liefert. 

Aufgabe 204. Welches Trägheitsmoment T entsteht, wenn 
das bei der Lösung von Nr. 201 gefundene Resultat auf den all- 
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gemeinen Umdrehungskörper angewendet wird, welcher in 
Nr. 170 näher beschrieben und in Fig. 22 skizziert wurde? 

Lösung. Das Integral A ist nach Nr. 170 bekannt; B und C 
sind es durch 175; 2), E und F verschwinden. Mithin wird 

oder auch 

T = \7ts(2 -- sir? a) / (2^1* — ^o*) dx + tts sin^a jx^ {y^^ — ^q^) dx, 

Xq Xq 

in welchem Ausdrucke man sin^ß + siw^y für 2 — 5m* a setzen 
kann. 

Aufgabe 205. ^ Das unter Nr. 204 Ermittelte soll benutzt 
werden, um flir einen geraden Ereiskegel (Höhe Ä, Basisradius c) 
das Trägheitsmoment T^ bezogen auf eine Achse zu berechnen, 
welche im Abstände h von der Spitze (nach der Grundfläche hin) 
die geometrische Achse unter dem Winkel a schneidet. 

Lösung. Mit Verwendung des unter Nr. 195 Gefundenen kommt 
man auf 

Ti = ^ {6c* — (3c* — 12Ä* + 306Ä — 206*) m* «} Jtf, 

was den Einflufs der Gröfsen a, &, c und h sofort erkennen läfst. 



II. Trägheitsmomente ungleicUörmig dichter Körper. 

Aufgabe 206. Ein gerader Kreiskegel, dessen Basisradius 
a und dessen Höhe c ist, ändert seine Dichtigkeit e proportional 
dem Abstände z von der Grundfläche. Für die Einheit des Letzteren 
ist € gleich h. 

Man soll das auf die geometrische Achse bezogene Trägheits- 
moment T und den zugehörigen Trägheitshalbmesser q durch drei- 
fache Integration bestimmen. 

Lösung, unter Benutzung gemischter (cylindrischer) Koor- 
dinaten ergiebt sich zunächst 

12* 
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— (a — r) 
27C a a 



T = k I dQ I r^ dr I d0 





und hieraus 

Da man nun für die Masse 

M = ^ nka^ (? 
findet (siehe Lösung der Aufgabe 3 des I. Teiles), so ist 

was bekanntlich leicht konstruiert werden kann. 

Aufgabe 207* Wie Nr. 206, doch sollen T und ^ nicht unter 
Verwendung von Massenelementen mit drei unendlich kleinen 
Dimensionen hergeleitet werden, sondern indem man sich den Kegel 
in scheibenförmige, parallel zur Basis liegende, Elemente zerlegt 
denkt, Nr. 162 auf eines derselben anwendet und die Trägheits- 
momente aller dieser Scheiben summiert. 

Lösung. Das T ftir eines der genannten Massenelemente, 

welches in der Höhe z liegt und den Halbmesser x besitzt, ergiebt 

sich zu \ Ttkx^zdz. Man hat also für den ganzen Kegel 

c 

T = ^ Tck I x^ dz, 

Nun folgt das bei 206 Angegebene, nur mufs jetzt M auch aus 
Scheiben zusammengesetzt werden. 

Aufgabe 208. Wie Nr. 187, doch ist die Dichtigkeit e ver- 
änderlich und zwar soll Tc berechnet werden 

I. unter der Voraussetzung, dass e sich umgekehrt proportional 
dem Quadrate des Abstandes r von der Kante c ändert 
und für die Einheit dieser Entfernung gleich k ist; 
II. unter der, dafs das Dichtigkeitsgesetz ausgedrückt wird 

durch die Gleichung 

kx . 

B = -9-? 

III. unter der, dafs 

ky 
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es darstellt, wobei x und y die senkrechten Abstände von 
den Ebenen cc^^ bezüglich cc^^ sind. 
Lösung. 

I. Tc = ^hah (c^ + Cg) = ^ kah (c + C2). 

IL Tc = ^ka^b{3c^-\-^c^ — c) = ^Jca^h{Sc2 + Ci+2c), 

IIL Tc = ^kab^ (4C3 + Sq - c) = ^kah^(4:C^ — Ci + Sc). 

Aufgabe 209. Die Dichtigkeit € einer massiven Kugel ändert 
sich nach koncentrischen Schalen derartig, dafs sie immer propor- 
tional dem Quadrate des Abstandes r vom Mittelpunkte ist und 
für die Einheit von r den Wert k hat. Der Eugelhalbmesser ist a. 
Das auf einen Durchmesser bezogene Trägheitsmoment T und der 
zugehörige Trägheitshalbmesser q werden gesucht. 

Lösung. Bei Verwendung polarer Koordinaten findet man leicht 

T=^\nka\ 
Femer für die Masse 

ilf = f nka\ 
daher 



Capitel V. 



Aufgaben über die Drehnng nm eine feste Achse. 

Zusammenstelliing des im Nachfolgenden Angewendeten. 

Bei der Drehung eines starren Massensystems oder Körpers nm 
eine feste Achse gelten bekanntlich die Beziehungen 

. de 

1) w = — -> 

^ dt 

o\ 6« dw 

^'> ~s"^~dl' 

für deren letzte auch 

'^^ S ~ dt^ 

oder 

,v Qa dw 

4) — = w — 

^ 8 dQ 

geschrieben werden kann. 

In denselben bedeutet w die Winkelgeschwindigkeit, 9 den 
Dreh Winkel, t die Zeit, Q diejenige Kraft, welche am Hebelarme a 
drehend auf das System wirkt, S das Trägheitsmoment des letzteren. 

Die vier Gleichungen sind den bei der geradlinigen Bewegung 
(siehe „Zusammenstellung" am Anfange des Capitels I) angeführten 
ganz entsprechend und lassen sich ebenso wie diese verwenden. 

Der Druck, den die Drehachse erleidet, wird bestimmt, in- 
dem man die von der festen Verbindung mit derselben herrühren- 
den Widerstände durch Kräfte ersetzt und sodann alle wirkenden 
Kräfte in Komponenten zerlegt parallel zu der x- und g/- Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen ;2?-Achse mit der Dreh- 
achse zusammenfällt. Es führt nachher die Anwendung der für 
freie Bewegung geltenden Gesetze (Cap. I) zur Auffindung des 
Druckes. (Siehe die Aufgaben Nr. 227 bis 235 unter E.) 
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Fig. 25. 



z 



A. Gegeben eine Beziehung zwischen der drehenden 
Kraft Q und der Zeit t; einschliefslich : Q konstant. 

Aufgabe 210. Ein kreisrunder Bing (Schwungrad), dessen 
Dimensionen und dessen Querschnitt die nebenstehende Figur an- 
giebt, dreht sich um eine Achse ZZ, Er 
beginnt seine Bewegung mit der Anfangs- 
winkelgeschwindigkeit c. Es wirkt auf ihn 
nichts weiter als ein unveränderlicher 
Widerstand, welcher einer Kraft Je gleich- 
kommt, die am Hebelarme h der Bewegung 
tangential entgegengesetzt thätig ist. 

Man soll berechnen, wie grofs Winkel- 
geschwindigkeit w und Drehwinkel zur 
Zeit t sind, um welche Zeit T der Ring 
stehen bleibt und welches die Gesamt- 
drehung & ist. 

Lösung. Es sei zur Abkürzung 




also (nach Nr. 172 11) 
Ä = 






QOJch 



Ferner mögen t und 6 vom Beginne der Bewegung an gezählt 
werden, was offenbar das Natürlichste ist. 
Die Resultate lauten dann 

w = c — Ät, 



^=r 



,2 



= 



2Ä 



Aufgabe 211. Mit einer vertikalen Achse ist durch eine starre, 
gewichtlose Gerade eine massive Kugel verbunden, welche um c 
mit ihrem Centrum absteht unä den Halbmesser a {<ic) hat. 
Tangential zu dem mit c beschriebenen Kreise ist eine Kraft thätig, 
welche durch das Gewicht einer Wassermenge erzeugt wird, die 
sich durch Zufluis regelmäCsig (der Zeit proportional) vermehrt, 
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anfänglich Null ist und für t gleich 1 das Gewicht k besitzt. Andere 
Kräfte wirken nicht; desgleichen keine Widerstände. 

Berechnet soll werden, welche Winkelgeschwindigkeit w die 
Kugel zur Zeit t hat und wie grofs der Drehwinkel 6 in diesem 
Augenblicke ist — wenn anfänglich keine Geschwindigkeit da war 
und wenn die Zeit vom Anfangszustande aus gezählt wird. 

Lösung. Es ergiebt sich 

und 

Je c 
Hierbei ist Ä die Abkürzung für — -? mithin (nach Nr. .179) 

bkc 



(2 «2 -I- ö c«) Jf 

Die für w und 6 gefundenen Gleichungen sprechen sehr ein- 
fache Sätze aus. 



Fig. 26. 



B. Gegeben eine Beziehung zwischen der Kraft Q 

und dem Drehwinkel e. 

Aufgabe 212. Um eine horizontale Achse dreht sich ein ganz 
allgemeiner Körper nur infolge seiner Schwere und ohne Wider- 
stände. Massenmittelpunkt und Drehachse liegen um a (Fig. 26) aus- 
einander. Der Körper besitzt die Masse M, 
Die Bewegung beginnt mit dem Anfangsaus- 
schlagwinkel 00 und der Anfangswinkelge- 
schwindigkeit Wq. 

I. Welche Winkelgeschwindigkeit w hat 
dieses materielle Pendel für den Ausschlag- 

\ Winkel cf = 0q — und mit welcher {w^ geht 
eS; falls die Bewegung vom Ruhezustande 
aus beginnt, durch die vertikale Lage? 

II. Welche Länge l mufs ein mathema- 
tisches Pendel erhalten, wenn es eben so 

schnell schwingen soll, wie jenes physische? 

III. Für welchen gegenseitigen Abstand (a) des Schwerpunktes P 
und der Drehachse schwingt der Körper am schnellsten, und wie 
grofs ist die zugehörige Länge l des mathematischen Pendels? 
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Lösung. I. Die Differentialgleichung der Drehbewegung lautet 

hier 

dw agM sin a 

""iQ S ' 

aus ihr folgt 



T / 2 agM . ^ \ , 9 

10 = 1/ \COSiX, — C059J + ««?o 

und für den genannten besonderen Fall 

»1 = 2 1/ — ^ sin \ %. 
II. Mit Beachtung des Umstandes, dafs 



V = y^gl (cos a — cos %) 

die Geschwindigkeit desjenigen mathematischen Pendels darstellt, 
welches die Länge l besitzt, folgt dann, dafs dieses l gleich sein 
mufs dem Trägheitsmomente des materiellen Pendels, dividiert 
durch dessen statisches Moment, wenn die Schwingungen gleich 
schnell erfolgen sollen. 

m. Die Schwingungszeit des physischen Pendels ist dann^am 
kürzesten, wenn der Abstand zwischen Drehachse und Schwerpunkt 
demjenigen Trägheitshalbmesser Je gleichkommt, welcher sich auf 
eine Gerade bezieht, die, zur Drehachse parallel, durch den Massen- 
mittelpunkt geht. 

Das zugehörige mathematische Pendel hat die Länge 

l = 2Jc, 

Aufgabe 213. Ein massiver Kegel (Basishalbmesser &, 
Höhe h) schwingt um seine Spitze. 

I. Wo liegt sein Schwingungsmittelpunkt? 

II. Wie läfst sich dessen Lage konstruieren? 

III. Welche Länge mufs h haben, wenn 6 == ^ Ä ist und der 
Kegel pro Sekunde entweder 

1) einen Pendelschlag, oder 

2) einen Hin- und Hergang machen soll? 

Lösung. I. Bei Verwendung von Nr. 2 1 2 II und 1 74 erhält man 

6h 
als Entfernung des Schwingungsmittelpunktes von der Spitze. 
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IL Schreibt man dies in der Form 

.2' 



l 



♦K4> 



SO ist die Konstruktions weise unmittelbar einleuchtend. 

III. Soll pro Sekunde ein Pendelschlag erfolgen, so mufs 

sein; das ist (für n = 3,14 und g = 9,81"*) 

/* = 1,167"*, 

während bekanntlich die Länge des mathematischen Sekundenpendels 

0,994"* beträgt. 

Hingegen hat man 

h = 0,292"* 

zu nehmen, wenn der Kegel in der Sekunde einen Hin- und Her- 
gang ausführen soll. 

Aufgabe 214. Das bekannte Metronom (Fig. 27) besteht 
aus' einem prismatischen Stabe, auf welchem ein Laufgewicht ver- 
schiebbar ist und der an seinem unteren Ende mit einer 
y. 2^ Kugel in fester Verbindung steht. Er schwingt um einen 
Punkt (eine Schneide) 0. 

Es sei f der (als klein vorausgesetzte) Querschnitt des 
Stabes, Q sein Gewicht, h die Entfernung des Drehpunktes 
vom oberen Stabende, P das Gewicht der Kugel, k ihr 
Halbmesser, a + Ä die Entfernung ihres Centrums von 0, 
endlich h die des laufenden Gewichtes p (welches als 
materieller Punkt gelten möge) ebenfalls von 0. 
Gesucht werden 
L die Länge l desjenigen mathematischen Pendels, 

welches dieselben Schwingungen macht; 
II. derjenige Laufgewichtabstand Ä, bei welchem der 
Apparat in der Minute n Oscillationen vollbringt 
Lösung. L Nr. 212 II führt auf 

P(a + k)-ph-^Q{h-a) 
bei dessen Herleitung das Resultat von 179 Anwendung findet. 
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II. Der gesuchte Laufgewichtabstand h ist durch die quadra- 
tische Gleichung 

3600^ ^ P[(a -f. Tcf -|- | A;^] 4. ^^a -f | g (g« — a?> + i^) 

n^%^ P{a + k) — ph — \Q\h — a) 

bestimmt. 

Aufgabe 215. Ein allgemeiner Körper, welcher anfäng- 
lich die Winkelgeschwindigkeit c besessen hat, dreht sich um eine 
feste Achse, indem er dabei nur dem Einflüsse gewisser Wider- 
stände unterliegt, die sich zu einer am Hebelarm a wirkenden Kraft 
zusammensetzen, welche dem durchlaufenen Drebwinkel 9 proportio- 
nal ist und für die Einheit desselben den Wert Tc hat. 
Man soll berechnen: 
I. welche Winkelgeschwindigkeit w der Körper besitzt, nach- 
dem von ihm der Winkel durchlaufen ist; 
II. wie viel die gesamte Drehung beträgt; 

III. zu welcher Zeit t er ein vorgeschriebenes 6 zurückgelegt hat; 

IV. in welchem Augenblicke T er stehen bleibt; 

V. wie grofs Drehwinkel 9 und Winkelgeschwindigkeit w zur 
Zeit t sind; 

VI. wie die unter I bis V gefundenen Resultate lauten, wenn 
der sich drehende Körper ein Bing (Schwungrad) ist^ 
erzeugt durch Rotation eines Rhombus, dessen Diagonalen 
-4.(7= 2g, BD = 2p sind und dessen Mittelpunkt von 
der zu ÄC parallelen Drehachse um d absteht; 

VII. wie sie lauten, wenn statt jenes Ringes eine an der Spitze 
durchaus rechtwinklige, dreiseitige Pyramide vor- 
liegt, deren Seitenkanten die Längen k^, Aig? ^ haben und 
welche sich um eine dieser drei Kanten dreht. 

Lösung. Es ergeben sich folgende, meist sehr einfache Sätze 

"1 / <zk 
aussprechende Resultate, in denen h die Abkürzung für!/ -^ ist: 



I) w=yc' — 6*9^; 

II) e = ^ 

als Gesamtdrehung; 

III) '^""h ^^^^^ \ ^) ' 



188 



Aufgaben über die Drehung um eine feste Achse. 



IV. 



T 



26 



V. 



e 



— sinht; 





w == ccosht, 

VI. Ist der sich drehende Körper der vorgeschriebene Ring, 
so hat man (nach Nr. 171) 



7 _l/ 2afe 



VII. ist er hingegen die genannte Pyramide, so gilt (nach 
Nr. 182) für die Drehung um die Kante Jc^: 



=1/, 



lOak 



für die um ÄJg: 



h = 



Fs 



lOak 



endlich für die um Jc^: 



-Vw 



lOak 



Diese Werte von h sind in die unter I bis V angegebenen 
Gleichungen einzuführen. 

Aufgabe 216. Ein stabförmiger Körper By^B^ (Fig. 28) 
ist durch zwei Fäden A^B^ und A^B^^ deren jeder die Länge a 

hat, mit den festen Punk- 

Fig. 28. ' 

ten A^ und A^ verbun- 
den. (Bifilare Auf- 
hängung.) P ist sein 
Gewicht; S sein Träg- 
heitsmoment in Bezug auf 
die Achse CD. Der 
Schwerpunkt liegt in G\ 
GB^ ist gleich 5|, CB^ 
'^2 gleich feg» 

Der Körper wird aus 
der ursprünglichen Lage 
B^B^ in die andere B\B\ gebracht, welche aber von der ersten 
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so wenig abweicht, dafs für die Winkel B^CB\ = «, B^A^B'y=ß^^ 
B^A^B'^ = jSg der Bogen mit dem Sinus verwechselt werden darf. 
Bezeichnet man für irgend eine Stellung Q^ Q<^ des schwingenden 
Stabes B^CQ^ mit 0, B^A^Q^ mit e^, B^A^Q^ mit 62, so ist 

f , = -^ 6 und €9 = — 0. 

Ferner sind die in Q^ und Q^ herrschenden Fädenspannungen P^ 
und Pg leicht angebbar; desgleichen die tangential zurücktreibenden 
Kräfte i?! und B^. 

Man soll nun (mit Vernachlässigung der Widerstände) be- 
rechnen, wie grofs der Ausschlagwinkel zur Zeit t ist, welche 
Winkelgeschwindigkeit w in diesem Augenblicke herrscht, welche 
Dauer T eine volle Hin- und Herschwingung hat und wie sich 
diese Zeit T zu derjenigen T^ verhält, die dem Körper dann eigen 
sein würde, wenn er pendeiförmig aufgehangen wäre. 

Lösung. Für die Spannungen findet man 



für die tangential zurücktreibenden Kräfte 

B^ = P^ sm e^^ B2 = P2 sin fg 
und kann dies durch 

M^ == Jr^ 6j, xt2 = -^2 *2 

ersetzen. 

Als Differentialgleichung der Drehbewegung ergiebt sich 

d^ h^h^P 



dt^ aS 

Wird zur Abkürzung 



0. 



/ 



aS * 



gesetzt, so liefert die Integration dieser Gleichung zunächst ^ 

Q = A sin ht -{- B cos kt, 
mithin 

w ^= 1c (B sin Jet — A cos Jci)-^ 

nach Ermittelung der Werte der Konstanten A und B aber die 
sehr einfachen Bewegungsgesetze 

= a cos Jet 
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und 



w = Jca sinkt 



Dabei ist Alles von da an gezählt, wo der Stab die Lage B\B\ hat. 
Hiernach wird zu er, für 

die Dauer eines Hin- und Herganges ist also 

2« 



T = 



-k 



Bezeichnet h für den pendelförmig aufgehangenen Körper den 
Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse, so gilt (wie aus 
Nr. 212 II gefolgert werden kann) die Beziehung 



^ -^ / ah ^ 



es ist daher T = T^ , wenn Ä zu 



&1&S 



wird. 



a 



Fig. 29. 








Aufgabe 217. Um eine, in A (Fig. 29) senkrecht zur Bild- 
ebene stehende Achse dreht sich ein sehr dünner, aber unbieg- 
samer Stab -B^j, welcher an dem 
einen Ende B eine kleine Kugel 
trägt. Er ist so balanciert, dafs er 
sich in der (horizontal zu denkenden) 
-~--^ Bildfläche bewegt. Der stabfÖrmig'e 
Teil des Apparates übt keinen Ein- 
flufs auf die Drehung aus; letztere 
entsteht vielmehr nur dadurch, dafs 
das Kugelcentrum B nach einem 
festen Punkte (der in der Bild- 
ebene liegt) proportional der Kugel- 
masse M und umgekehrt proportio- 
nal dem Abstände BC angezogen 
wird. CA ist gleich c^BA gleich a. 
Der allgemeine Wert der Winkel- 
geschwindigkeit w des Apparates 
soll als Punktion des Ausschlagwinkels e == GAB berechnet werden 
und zwar unter der Voraussetzung, dafs die Kugel anfänglich in 
Ruhe unter dem Winkel a = CAD gestanden habe. 
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Lösung. Die Differentialgleichung der Drehbewegung er- 

giebt sich zu 

ch^ sine 

wdw = s 5 di. 

a 2ac cosB — a^ — er 

Dabei ist k^ diejenige Anziehung, welche C auf die Masse 1 
in der Entfernung 1 ausübt. Femer hat man die Kugel so klein 
vorausgesetzt, dafs ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt gedacht 
werden darf, ihr Trägheitsmoment 8 also gleich a^M ist. [Wäre 
die Eugel hingegen gröfser imd r ihr Halbmesser, so müfste, nach 
Nr. 179, |(5a^ + 2r^) itf" für 8 genommen werden.] 

Aus obiger Gleichung folgt als Gesetz für die Winkelge- 
schwindigkeit 

tv 
das ist so viel wie 

OB 

Hieraus erhellt sogleich die Natur der Bewegung. 

Empfohlen sei es, diese Aufgabe auch als ein „Rollen auf 
vorgeschriebener Bahn^' zu lösen. Es gewährt dies eine Einsicht 
in den Zusammenhang zwischen denjenigen Gleichungen, die einer- 
seits bei Bewegungen auf festen Bahnen (Capitel III) und anderer- 
seits bei Drehbewegungen gelten. 

Aufgabe 218. Wie Nr. 217, doch mit folgenden Abweichungen: 

Der Teil ÄB^ des Apparates fehlt. Die Schwingungen er- 
folgen um eine in Ä befindliche horizontale Achse in einer Ver- 
tikalebene; es soll daher die Wirkung des Kugelgewichtes mit in 
Rechnung gezogen werden. 

Das Centrum C der Anziehung liegt senkrecht unter Ä. 

Lösung. Wird die Eugel wieder so klein vorausgesetzt, dafs ihre 
•Masse im Mittelpunkte koncentrirt angenommen werden darf, so ist 



^i/r' 


+ 


^- 


— ^accosa 


ie 


+ 
1/ 


c«- 


- 2acco5 f 


Ä; 
w = — 


2Z 


CB 



w - ■ - 



= 1/ — \cost — cosa) A ö 6 - 



2 I ^2 



-\- (? — ^accosz 



oder 



w = ^ -^\ag(cos6 — cosa) + ^^^tt^j 
das Gesetz für die Winkelgeschwindigkeit. 



192 



Aufgaben über die Drebnng um eine feste Achse. 



Pig. 30 



Aufgabe 219. Ein ganz allgemeiner Körper EF (Fig. 30), 
dessen Trägheitsmoment S man kennt ^ ist um eine horizontal 
stehende Achse D drehbar. Auf denselben wirkt nichts weiter 
als senkrecht nach unten eine Kraft 22, welche direkt proportional 

ist der Masse J3f, hingegen umgekehrt 
proportional dem Quadrate des Ab- 
Standes u des Schwerpunktes C von 
der Horizontalebene AB, Ihr An- 
griffspunkt ist C und steht um a von 
D ab. Für M gleich 1 und u gleich 
1 besitzt B die Intensität k. 

Anfänglich befindet sich der Kör- 
per in Buhe und liegt derartig gegen 
ÄB^ dafs die Verbindungsgerade der 
Punkte D und C den Winkel a mit 
der Senkrechten DG bildet. Die Länge der Letzteren ist h. 

Berechnet soll werden, welche Winkelgeschwindigkeit w für 
den Ausschlag b = GBO herrscht. 

Lösung. Man findet 




IV 



— i/2fe^/ 1 1_ \ 

Y S \h — acosB h — acosaj 



wobei die geometrische Bedeutung der Nenner der Brüche beachtet 
werden möge. 

Aufgabe 220. Die Kraft B (Fig. 30) soll wieder propor- 
tional der Masse sein, hingegen umgekehrt proportional der dritten 
Potenz des Abstandes u, Aufserdem möge die' Schwere des 
Körpers mit in die Eechnung gezogen werden; alles Übrige aber 
sei wie bei der vorigen Aufgabe. 

Zu berechnen sind 

I. die Winkelgeschwindigkeit tv als Funktion des Aus- 
schlages e = GBO] 

IL diejenige (w^)y mit welcher die Senkrechte BG speciell 
dann durchlaufen wird, wenn h das Doppelte des Ab- 
standes zwischen Drehachse und Schwerpunkt ist, und 
wenn der Körper sich anfänglich in horizontaler Lage 
befand. 



w^ 
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Lösung. Es ergiebt sich 
2aJf/ A; \ 1 1 1 . , J 

= — -z—- \ —- -7- TS — TZ ^ + ff {C0S6 — cosa) \ 

S \2aL(b — acoseY (h—acosaYJ^ ^ ^ ^ 



(h — acosay {h — acosa) 
und • 



3 2aMfSJc , \ 



C. Gegeben eine Beziehung zwischen der drehenden 
Kraft Q und der Winkelgeschwindigkeit w. 

Aufgabe 221. Ein aus den Halbachsen a, h und c kon- 
struiertes Ellipsoid hat einen Stofs erhalten, welchem zu Folge 
es sich mit der Anfangswinkelgeschwindigkeit y um seine o- Achse 
dreht. Die Widerstände der Bewegung geben zusammen eine am 
Ende der Halbachse a tangential wirkende Resultante W\ welche 
mit der Winkelgeschwindigkeit w in gleichem Verhältnisse wächst 
und für die Einheit der letzteren den Wert k hat. 

Man soll ermitteln 
I. wie grofs w zur Zeit Mst; 

II. welcher Drehwinkel 6 in < Zeiteinheiten durchlaufen wird; 

III, was aus den erhaltenen Formeln für w und folgt. 

Lösung. Bei Benutzung der Abkürzung 

ak 

lauten die Resutate: 

I. w = ye~^* 



und 



II. = ^(1 — c-«o, 



wobei (nach Nr. 186) das Trägheitsmoment 

S=-^7tEabc (a^ + fc^) 
ist. 

ni. Die für w gefundene Gleichung lehrt, dafs die Winkel- 
geschwindigkeit zwar immer abnimmt, jedoch erst nach unendlich 
langer Zeit zu Null wird. 

Aus dem Werte von 9 folgt, dafs der Drehwinkel sich mehr 

und mehr der Grenze — nähert. 

cc 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 13 
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Zwischen w und 6 besteht die einfache Beziehung 

w = y — «0. 

Aufgabe 222. Mit einer starren^ vertikalen Drehachse OZ 
sind drei materielle Punkte P^, P^, Pg, welche die Massen w^, 
i»2, Wg haben, in fester Verbindung durch die unveränderlichen 
Geraden r^, rg, rg. In einer Ebene , welche (ebenso wie r^, rg, rg) 
senkrecht zu OZ steht, wirkt eine Kraft A tangential zu einem 
mit a um die Drehachse konstruierten Kreise. Diese Kraft ist 
konstant, es stellen sich jedoch der Bewegung Widerstände ent- 
gegen, die proportional dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit 
w zunehmen, so dafs die Drehung durch 

Q = A — hw^ 

erfolgt. Sie beginnt zur Zeit Null vom Euhezustande aus. 

Gesucht werden die Winkelgeschwindigkeit w und der Dreh- 
winkel zur Zeit t. 

Lös u ng. Als Gesetz für die Winkelgeschwindigkeit erhält man : 

oder 

^^ et e«/*' + e— «^'' 
als solches für den Drehwinkel: 



Dabei ist 



1 ga/?; I g-a/*< 



S = m^r^^ + m^r^^ + Wg^g^ 

Den für w und gefundenen Werten können leicht Folge- 
rungen und Untersuchungen angeschlossen werden, welche den bei 
Nr. 32 stehenden entsprechen. Es sei hiermit auf diese ver- 
wiesen. 

Aufgabe 223. Ein allgemein gestalteter Körper, dessen 
Trägheitsmoment S man kennt, dreht sich um eine Achse infolge 
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eines Stofses, den er zur Zeit Null erhielt und welcher ihm die 
Anfangswinkelgeschwindigkeit y erteilte. 

Die Widerstände der Bewegung geben zusammen eine am 
Hebelarme a wirkende Resultante TT, welche aus einem konstanten 
Teile A und aus einem veränderlichen besteht, der dem Quadrate 
der Winkelgeschwindigkeit w so proportional ist, dafs er für w = 1 
die Stärke B hat. 

Es soll berechnet werden 

I. wie grofs w zur Zeit t ist; 

IL welcher Drehwinkel 9 bis zu diesem Augenblicke durch- 
laufen wird; 

III. welche Zeit T verstreicht, bis der Körper stehen bleibt; 

IV. wie grofs hierbei der Drehwinkel % ist; 

V. wie sich aus den für w und 9 unter I, und IL gefundenen 
Ausdrücken die einfacheren herleiten lassen, welche dann 
gelten, wenn nur der konstante erste Teil des Wider- 
standes wirkt; . 

VI. wie die unter I. bis V. gefundenen Resultate lauten, wenn 
der Körper ein gerader, hohler Kreiscylinder ist, 
der sich um seine geometrische Achse dreht, den äufseren 
Halbmesser a, den inneren t und die Höhe \a hat. 

Lösung. Setzt man zur Abkürzung 

Z = "' 

Aa 



S 



so resultiert Folgendes: 



I. w 



1 ay cos aßt — sin ccßt ^ 

— • , 

a cos aßt -|" <^y sin aßt 



IL 9 = -y^ l (cos aßt + ay sin aßi)-^ 

IIL T = -— arctom ayi 

aß 

V. w = y — ßt undi ^ = yt — \ ßt\ 

13* 
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In Bezug auf die Herleitung dieser letzten Sätze möge IV 
unter Nr. 33 verglichen werden. 

VI. Für den genannten Hohlcylinder ist 

SÄ 
^'^Tte (a* — &*) ' 

dies würde in die vorhergehenden Gleichungen einzuführen sein. 



D. Gegeben eine Beziehung zwischen der Winkel- 
geschwindigkeit w und der Zeit ty oder zwischen w 
und dem Drehwinkel e, oder endlich zwischen e und t. 

Aufgabe 224. Aus den Halbachsen a und h ist eine ellip- 
tische Scheibe so dünn konstruiert worden, dafs sie als Fläche 
gelten kann. Sie soll sich um ihre grofse Achse mit einer Winkel- 
geschwindigkeit w drehen, welche immer der dritten Potenz der 
verflossenen Zeit t proportional ist und .für die Einheit derselben 
den Wert Je hat. 

I. Welcher Art mufs diejenige Kraft Q sein, die, an dem von 
der kleinen Halbachse h beschriebenen Kreise tangential 
wirkend, diese Bewegung erzeugt? 
II. Wie verhalten sich die in verschiedenen Zeiten durch- 
laufenen (und von ^ = an gerechneten) Drehwinkel zu 
einander? 
Lösung. I. Die gesuchte Kraft mufs dem Quadrate der ver- 
flossenen Zeit proportional sein und für ^ = i die Intensität ^hJcM 
haben (wobei M die Masse der Scheibe bedeutet). 

n. Die durchlaufenen Drehwinkel verhalten sich wie die 
vierten Potenzen der verstrichenen Zeiten; es ergiebt sich nämlich 
leicht, dafs 

ist. 

Aufgabe 225. Ein Körper, welchem das Trägheitsmoment S 
zukommt, dreht sich um eine Achse 2), in Folge der Wirkung 
einer unbekannten Kraft Q, die immer tangential zu einem mit h 
um D beschriebenen Kreise thätig ist. Zwischen dem durch- 
laufenen Dreh Winkel und der Winkelgeschwindigkeit w besteht 
die Beziehung 
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B^ \ A — Bw / 



in welcher A und B konstante Gröfsen sind. 

Man soll berechnen, welcher Art die Kraft Q ist. 

Lösung. Die die Drehung hervorrufende Kraft Q besteht 

erstens aus einem unveränderlichen Teile -r- und zweitens aus 

Ji 

einem anderen, welcher der Winkelgeschwindigkeit proportional ist, 

TD O 

nämlich — — - w. Letzterer ist negativ, man kann also sagen: 
h 

es wirkt eine konstante Kraft und ein der Winkelgeschwindigkeit 

proportionaler Widerstand. 

Aufgabe 226. Mit dem äufseren Halbmesser a, dem inneren h 
und der Höhe \ a ist ein gerader, hohler Kreiscylinder ge- 
bildet worden. Er dreht sich um seine geometrische Achse in 
Folge eines Stofses, den er zur Zeit Null erhielt und der ihm die 
Anfangswinkelgeschwindigkeit y erteilte. Die Widerstände der Be- 
wegung geben zusammen eine an der äufseren Peripherie tangen- 
tial wirkende Resultante TT, welche in einer nicht bekannten Art 
von der Winkelgeschwindigkeit w abhängt. Die Drehung erfolgt 
derartig, dafs der durchlaufene Winkel 9 zu jeder Zeit t den Wert 



^ij/^K'"' ^^ + ^ Vj"^"^') 



hat, worin A und B zwei Konstanten sind, C aber die Abkürzung 

^VTb . 

^^^ — Ti ij\ ist. 

TtB {a — 0*) 

In welcher Weise hängt der Widerstand W von der Winkel- 
geschwindigkeit, von A und von jB ab? 
Lösung. Es ergiebt sich 

der Widerstand besteht also aus einem konstanten Teile A und 
aus einem solchen, der wie die Quadrate der Winkelgeschwindig- 
keit zunimmt, für z(7 «= 1 aber die Stärke B hat. 
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Fig. 31. 



E. Aufgaben über die Berechnung des von der 
Drehachse auszuhaltenden Druckes. 

Aufgabe 227. Ein mit der Masse m versehener Punkt A 
(Fig. 31) ist mit der Drehachse OZ durch die gewichtlose, starre 

Gerade CA = r verbunden. Es 
wirkt auf ihn die Kraft P tangen- 
tial zu dem mit r um OZ be- 
schriebenen Kreise ^J.2>. Der von 
der Drehachse erlittene Druck N 
(oder, was dem absoluten Werte 
nach dasselbe ist, der von ihr ge- 
leistete Widerstand) soll berechnet 
werden. 

Lösung. Zerlegt man (dem 
am Schlüsse der „Zusammenstel- 
lung" auf Seite 182 Gesagten fol- 
gend) P in zwei Komponenten X 
und y, welche im Sinne der positiven x, bezüglich in dem der 
positiven y wirken, femer N in zwei {U und F), die in dem der 
negativen beiden Koordinaten thätig sind, so ergiebt sich sogleich 

d^ (r cos e) 




U= X — w 



und 



V = Y — m 



'di' 

öP {r sin 0) 
di' 



wobei der Drehwinkel BCA ist. 

Hieraus folgt, wenn die Winkelgeschwindigkeit w eingeführt 
wird , 

U = X -{- mr (w^ cos + sin — - j » 



1) 



2) 
oder auch 

3) 



y = Y -{- mr \w^ sin — cos —- j » 



U = X -\- m\ur X -{- y 



(• 



dw 
~dt 



)■ 

4) V = Y -{- m yjü^ y — x -— j • 
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Man hat also auch den Achsendruck selbst, nämlich 

N = yu^ + F^. 

Aufgabe 228. Es wirken mehrere Massen, nämlich Wj, mg, 
♦»3, ... m» an den Hebelarmen r^, rg, rj, . . . r„, beeinflufst von den 
Kräften P^, Pg? -^3» • • • -Pn« Alles Übrige ist wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe. 

I. Welch© Werte haben hier die Komponenten U und V des 

von der Drebachse auszuhaltenden Druckes? 
II, Wo greifen sie an? 

III. Was ändert sich, wenn das Massensystem ein stetig zu- 
sammenhängendes (ein Körper) wird? 

IV. Unter welchen Umständen erleidet die Achse OZ (Fig. 31) 
bei der Drehung denselben Druck, wie während der Ruhe? 

Lösung. I. Unter Beibehaltung der in der vorigen Lösung 
benutzten Bezeichnungen, findet man 

1) ü=i:{X)-^w'2{mx) + ^2(my), 

2) V == 2 (Y) + w^ S (my) - ^ 2 (mx). 

II. Die Abstände 0u u^ä z^ der Angriffspunkte dieser Kräfte 
U und V von der üj^/- Ebene ergeben sich aus den Momente- 
gleichungen 

3) Uzu = -S iXz) -{-w^Z (mxz) + ~ -^ (myz) 
und 

4) Vz„ = i:{Yz) + w^Himyz) — -^ 2{mxz) 

et V 

im Vereine mit 1) und 2). 

III. Ist das System ein stetig zusammenhängendes (ein Körper), 
so wird m zum Massenelemente {edxdydz) und die Summen in 
den beiden letzten Gliedern gehen in Integrale über. Man hat daher 

5) U=2{X) + w'^ j I j XBdxdydz-^--^ j 1 1 y edxdydz, 

6) V==-2{Y) + 'iv^ I I lyedxdydz- -^ 1 1 1 xsdxdydz, 

7) ÜZu = 'S(Xz)']-w^ I j I xzsdxdydz^— I 1 j yzsdxdydz^ 

8) Vzi,==Z{Yz)'{'to^ I I I yzsdxdydz — — / / j xz edxdydz. 
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Wirken auf alle Punkte des Korpers Kräfte, so werden aach 
die in den ersten Gliedern stehenden Summen noch za Integralen. 

Bezeichnet man mit M die Gesamtmasse des stetig zusammen- 
hängenden Systems, mit |, 17 und t die Koordinaten seines Schwer- 
punktes, mit D und E die bei den Trägheitsmomenten (Aufgabe 201) 
schon vorgekommenen Integrale 

JJjyzsdxdydz und fjjxzedxdydz, 

so lauten die Gleichungen 5) bis 8) einfacher 

9) U=2iX) + w* Jf| + ^Mf,, 

10) v = i:{T) +w*Mf,-^Ja^, 

11) Uzu = 2(Xz) + «;« JE + ^ D, 

. 12) Vz, = 2{Tz) + w'D-^E. 

IV. Der Druck wird während der Bewegung eben so stark sein, 
wie während der Buhe, wenn die Achse OZ eine der Hauptachsen 
des Körpers ist; dann sind nämlich §, 17, D und E gleich NulL 

Aufgabe 229. Eine kleine Kugel ^ (Fig. 31 auf Seite 198), 
die als Punkt von der Masse 1 aufgefafst werden darf, ist durch 
eine starre, gewichtlose Gerade ÄC mit einer Drehachse OZ ver- 
bunden. Sie bewegt sich anfänglich mit der Winkelgeschwindig- 
keit 1 um diese Achse und unterliegt keiner anderen Kraftwirkung 
als einem Mittelwiderstande, welcher dem Quadrate der Geschwin- 
digkeit proportional ist und ursprünglich die Intensität Je besafs. 
AC ist der Einheit gleich. 

Man soll mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 227 den 
Druck N, welchen die Drehachse erleidet, 

I. als Funktion des von der Anfangslage aus gezählten Dreh- 
winkels 6 berechnen, 

II. als Funktion der vom Bewegungsbeginne ab genommenen 
Zeit t, 

Lösung. Die unter Nr. 227 entwickelten Gleichungen l) und 2) 
liefern Folgendes: 

Der Druck N verändert sich nach den Gesetzen 
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N 



C-2*ö=^3 



oder 



N = 



Fig. 32. 



(i + fcO«' 

er ist also anfänglich gleich 1, nimmt stets ab, wird aber erst 
für unendlich grofse Drehwinkel zu Null. 

Aufgabe- 230. Der Kreisbogen BCD (Fig. 32) dreht sich 
um eine Achse, die in senkrecht zu seiner Ebene steht, mit der 
Winkelgeschwindigkeit w, ohne dafs 
Kräfte oder Widerstände auf ihn 
wirken. Das Centrum Ä liegt um 
a von entfernt, der Halbmesser 
hi c, der Centriwinkel 2 a, der Quer- 
schnitt überall q, die Dichtigkeit 
durchweg e. 

Der Achsendruck N soll er- 
mittelt werden 

I. mit Benutzung der unter Nr. 
228 abgeleiteten Gleichungen, 

II. ohne dieselben. 

Lösung. Nach Nr. 228 rechnend, findet man 

(selbstverständlich in der Ebene des Kreisbogens angreifend), das 
ist (Teil I, Aufg. 54) so viel wie 




9 ,-- öta + csina 
N=vrM ' ; 



a 



wobei M= 2cqae. 

IL Dasselbe ergiebt sich, wenn man für ein allgemein liegen- 
des Massenelement P des Bogens die Centrifugalkraft bestimmt, 
letztere in zwei auf einander rechtwinklig stehende Kompo- 
nenten zerlegt und diese Seitenkräfte für alle Elemente addiert 
(integriert). 

Aufgabe 231. Wie Nr. 230, doch dreht sich statt des Kreis- 
bogens BCD das gleichnamige Segment, welches die Dicke ö hat. 

Lösung. Die unter L und II. der vorhergehenden Nunmier 
angegebenen Wege führen beide auf 



Ä 
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oder, nUher ausgeführt, auf 

N=ic^ iv^ d6l3a(2a — sin2a)-\- 4c^*w^a], 
welcher Druck selbstverständlich in der Ebene des Kreisabschnittes 
wirkt. 

Aufgabe 232. Um eine vertikale Achse ZZ (Fig. 33) dreht 
sich ein Stab ÄÄi^ welcher mit ihr in derselben Ebene liegt. 

Seine Länge ist X, seine Dichtigkeit konstant 
gleich £, sein Querschnitt q ebenfalls unver- 
änderlich und so klein, dafs der Stab als 

7-4/ materielle Gerade aufgefafst werden darf. Es 
wirken keine Kräfte oder Widerstände. 
Man soll mit Benutzung der Lösung der 
Auffi:abe.228 den auf die Achse wirkenden 
Druck N nach Gröfse und Angriffspunkt be- 
Z stimmen. 

Lösung. Die letzten vier unter der ge- 
nannten Nummer angegebenen Gleichungen (in denen E hier ein 
einfaches Integral ist) liefern 

angreifend in der von Ä' aus gerechneten Höhe 

a+2a, 

Zu = itLcosa i 

"* a + Ol 

Die Richtung des Druckes geht sonach im Allgemeinen nicht 
durch den Schwerpunkt des Stabes ÄÄ^^ sondern durch den des 
Trapezes Ä'A\Ä^Ä. Nur dann, wenn der Stab parallel, oder 
senkrecht zur Drehachse liegt, befinden sich beide Massenmittel- 
punkte in derselben Horizontale. 

Aufgabe 238. Eine elliptische Scheibe, deren Dicke 6 
und Dichtigkeit s unveränderlich sind, dreht sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w um eine Gerade, welche, dem gröfsten 
Durchmesser parallel, in derselben Ebene liegt Die Halbachsen 
der Ellipse sind a und &; der Mittelpunkt steht um k von der 
Drehachse ab. 

Der von der Letzteren erlittene Druck N soll berechnet werden 
I. mit Anwendung der unter Nr. 223 stehenden Gleichungen^ 

IL ohne diese. 
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Lösung. I. Nach Nr. 228 findet man 

N = w^ Mk^ 

der Richtung nach zusammenfallend mit derjenigen Geraden, welche, 
senkrecht zur Drehachse stehend, durch den Scheibenmittelpunkt 
geht. M ist dabei die Masse, also gleich abTtde, 

II. Zu denselben Eesultaten gelangt man auch ohne An- 
wendung jener Formeln, wenn man für ein Scheibenelement die 
Centrifugalkraft berechnet und alle diese Kräfte summiert. Es ent- 
steht dabei ein Doppelintegral, dessen Wert sehr leicht ermittelt 
werden kann. 

Aiifgabe 234. Wie Nr. 233, nur liegt statt der elliptischen 
Scheibe eine massive Kugel vor, welche den Halbmesser -a hat. 
Lösung. Es ergiebt sich abermals 

wiederum so angreifend, als ob die Kugelmasse {M = ^ nza?) im 
, Mittelpunkte vereinigt wäre. 

Wie bei der Lösung der vorigen Aufgabe folgen diese Er- 
gebnisse sowohl aus den unter Nr. 228 angegebenen Gleichungen, 
als auch dann, wenn man N durch Addition (dreifache Integra- 
tion) der CentrifugalkrSfte aller Kugelelemente berechnet. 

Aufgabe 235. Um eine vertikale Achse dreht sich ein Stab 
AAy^^ der nicht in der Ebene jener Achse liegt, mit der Winkel- 
geschwindigkeit IV, Seine Lauge ist = L, seine Dichtigkeit kon- 
stant = £, sein Querschnitt q ebenfalls unveränderlich und so klein, 
dafs der Stab als materielle Gerade aufgefafst werden darf. Er 
wird auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen ^- Achse mit 
der Drehachse zusammenfällt, derartig bezogen, dafs A in der xy- 
Ebene liegt, bestimmt durch die Abscisse a und die Ordinate &, 
dafs endlich A^ in die a;js^- Ebene föUt, durch die Koordinaten a^ 
und c daselbst seiner Lage nach bezeichnet. 

Weder Kräfte noch Widerstände wirken. 

Unter Benutzung der Lösung von Nr. 228 sollen die Druck- 
komponenten U und F nach Gröfse und Angriffspunkt berechnet 
werden; auch soll man angeben, wie sie sich zusammensetzen lassen. 

Lösung. Die Gleichungen 9) und 10) unter Nr. 228 liefern 

und 
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F = ^ tv^Mb, 
wobei M = sqL ist. 

Bei der Bestimmung von Zu kommt man auf das Integral 

c 



E = sq sec y j (a -\ ^ zj 



zdz 





(in welchem y den Winkel bezeichnet, den der Stab mit der Dreh- 
achse bildet) und findet schliefslich 

^ a + 2a. . ^ a+2a, 

^u = \c — -T- — ^- = \Lcosy — ~ 

a -{- a^ a -f- a^ 

Ebenso führt die Ermittelung von z^ zu dem Integrate 

c 

ChU — z) , 
T> = Bq sec y / — ^^ zdz 




und somit auf 

Zv = \ c = \ L cös y. 

Da Zu und Zi, verschieden sind, so lassen sich U und F nicht 
durch eine Einzelkraft ersetzen, wohl aber durch eine Kraft und 
ein Paar. Verlegt man nämlich U und F als TJ' und F' an den 
Schwerpunkt des Stabes, so liefern sie daselbst die Resultante 

und zwei Eräftepaare ü U\ und VV\, 

Die senkrecht zu den Eräfterichtungen gemessenen Breiten 
dieser Letzteren sind 

» 

K = kL Sin a, 

a "f- a^ 

bezüglich 

ho = ^ L sin j5, 

wenn durch a und ß diejenigen Winkel bezeichnet werden, welche 
der Stab mit der Achse der x^ bezüglich mit der der ^, bildet. 
Mithin hat man als Momente dieser Paare 

Uhu =iV ^^ ^^ (^ — ^i) ^^ ^ 
und 

FÄe, = ^w^ ML b sin jS, 
wonach nun beide noch vereinigt werden können. 
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Aufgaben ftber allgemeinere Bewegungen von Pnnkte- 

systemen. 

Zusaminenstelluiig des im Nachfolgenden Angewendeten. 

Es sei A (Fig. 34) einer der Punkte eines Systemes, in welchem 
gewisse feste Verbindungen bestehen; er werde von einer Kraft P 
beeinflufst, die ihn in der Zeit dt von Ä nach Ä' treiben würde, wenn 
er frei wäre. Die wirklich Fig. 34. 

eintretende Bewegung sei V . 'p 

die von A nach Ä\ und JJ ^-^'^'Z ~S^/ 

die sie erzeugende „wirksame ^^'' / ^^^'^^^ _/_^^ir 

Kräfte ^ ^ 

Man kann sich dann P zerlegt denken in die Komponenten U 
und F, von denen die letztere die „verlorene Kraft*^ heifst. 

Dieselbe Zerlegung ist an den übrigen Systempunkten mög- 
lich, auf welche die Kräfte P^, Pg, . . . wirken; man erhält daher 
die „wirksamen Kräfte'* CT", 27i, TJ^^ . . , und die „verlorenen" F, 
F F 

Die Punkte bewegen sich nun so, als ob sie frei wären und 
nur von den Kräften U, U^, ZJg, . . . beeinflufst würden. Dies ist 
aber nur möglich, wenn die F, F^, Fg^ . . . sich gegenseitig auf- 
heben. Hierin liegt das „d'Alembert'sche Princip" oder das 
sogenannte 5,Princip der verlorenen Kräfte", nämlich der Satz: 

Die Bewegung eines beliebigenSystemes vonPunkten, 
die irgend wie mit einander verbunden sind und von 
irgend welchen Kräften beeinflufst werden, erfolgt stets 
derartig, dafs die in jedem Augenblicke verlorenen Kräfte 
im Gleichgewichte stehen. 

Oder auch, wie sofort aus Fig. 34 erhellt: 

Die Bewegung ge^schieht stets so, dafs in jedem 
Augenblicke Gleichgewicht stattfindet zwischen den ge- 
gebenen Kräften (P, Pj, Pg, . . .) und denen, welche den 
wirksamen gleich und entgegengesetzt sind. 
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Mittelst dieöes Principes, welches bei der Lösung der nach- 
folgenden Aufgaben als bekannt vorausgesetzt wird, läfst sich die 
Bewegung eines Systemes auf sein Gleichgewicht zurück- 
führen, also die Dynamik auf die Statik. 

Aufgabe 236. Auf einer schiefen Ebene, die durch das Dreieck 
LMN (Fig. 35) dargestellt ist, befinden sich zwei Punkte Pünd P^ 

Fig. 35. (kleine Kugeln), welche die Mas- 

sen m und nij^ haben und mittelst 
eines undehnbaren Fadens ver- 
bunden sind. Auf den Ersten 
wirkt, aufser seiner Schwere, 
eine unveränderliche Kraft K in 
der Eichtung von M nach X, auf den Zweiten (ausser der Schwere) 
eine ebenfalls konstante K^ von L nach M zu. 

Die Bewegung beginnt vom Ruhezustände aus zur Zeit Null, 
zu welcher sich P in X befindet, und erfolgt aufwärts. Wider- 
stände liegen nicht vor. Die Ebene ist unter dem Winkel a = MLN 
gegen den Horizont geneigt. 

Man soll, unter Bestimmung der „verloren gehenden Kräfte" 
(siehe die „Zusammenstellung"), mit Hilfe des d'Alembert'schen 
Principes berechnen: 

I. welche Geschwindigkeit v das Punktesystem zur Zeit t hat 
und welcher Weg x von ihm während derselben zurück- 
gelegt wurde; 
II. wie grofs die in dem Faden herrschende Spannung T ist. 

Lösung. I. Die verlorene Kraft ist für m: 

TT TT ' ^^. 

V = — K — mg sin a — m — -? 

dt 

hingegen für iw^: 

dv 
Fl = -K'i — m^g sin a — m. -- — 

dt 

Hieraus folgt 

v = Bt^ 

wenn zur Abkürzung 

« 

Ä, — K — g(m ^ m^) sin a 



m -f- m^ 



gesetzt wird. 
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IL Als Fadenspannung ergiebt sich 

^^ Jg^m + gmi 

Die für v, x und T gefundeneu Gleichungen enthalten hübsche 
einfache Sätze. 

Aufgabe 237. Wie Nr. 236; jeder der beiden Punkte P und 
Pj wird aber auch noch von einer Kraft beeinflufst, welche der 
Masse und der Geschwindigkeit proportional ist, für mv oder 
m^v = 1 die Intensität Ä hat und in dem der Bewegungsrichtung 
entgegengesetzten Sinne wirkt. 

In der bei der vorhergehenden Aufgabe bezeichneten Weise 
soll man die Geschwindigkeit Vy den zurückgelegten Weg x und 
die Fadenspannung T als Funktionen der Zeit t berechnen, endlich 
auch aUs den für t;, x und T gefundenen Werten diejenigen her- 
leiten, welche dann gelten, wenn Ä gleich Null ist. 

Lösung. Zunächst ergiebt sich als Differentialgleichung der 
Bewegung 

wobei B dieselbe Bedeutung hat, wie in der vorhergehenden 
Lösung. Durch Integration folgt 

es nähert sich hiernach die Geschwindigkeit für in^s Unendliche 

wachsende t der Grenze — » die Bewegung wird also einer gleich- 

förmigen immer ähnlicher. 

Der von dem Punktesysteme zurückgelegte Weg ist 

die im Faden herrschende Spannung: 

K^m + Kmj 

1 = j 

m -f- m^ 

Setzt man in den für v und x gefundenen Werten Ä gleich 
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Null, so ergeben sich zunächst vieldeutige Formen, bei näherer 
Untersuchung derselben jedoch die bei der vorhergehenden Lösung 
(236) angegebenen Resultate. 

Die Spannung ist von Ä unabhängig. 

Aufgabe 238. In einem Systeme von Punkten, deren Massen 
m^, ^»2, m^ . , . gegeben sind, bestehen gewisse bekannte feste Ver- 
bindungen. Auf die Masseneinheiten wirken an den einzelnen Punkten, 
im Sinne der positiven Koordinaten eines rechtwinkligen Systemes, 
die beschleunigenden Kräfte 

^n ^1? ^u 

-Ag, J:2, i>2» 
U. S. W. 

Zur Zeit t^ welche vom Beginne der Bewegung an gezählt 
wird, befinden sich die Systempunkte an den Stellen 

^1? 3^1» ^i> • 

^2» 2^2? ^2? 
U. S. W. 

I. Mit Benutzung des d'Alembert'schen Principes und der 
sechs allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts (Teil I; 
„Zusammenstellung" am Anfange des Capitels IV) sollen 
diejenigen sechs allgemeinen Gleichungen der Bewegung, 
welche für dieses Punktesystem Giltigkeit haben müssen, 
abgeleitet werden; 

II. soll man angeben, was dieselben aussprechen. 

Lösung. I. Die von dem ganzen Systeme verlorenen Kräfte 
ergeben sich (im Sinne der drei Koordinatenachsen genommen) zu 



V 



(- 



'X 

m' 



^1 \ dt 



2 



{^-m\' 



die gesuchten Gleichungen der Bewegung lauten daher: 



2- ■ ' 



j»(--$) 



= 0, 
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ß 



dfi 









0, 






df)} 



df 




0, 



0, 



d?x 



)])=0 



lind können, aus naheliegenden Gründen, auch in den Formen 

d^x 



1) 



2) 



3) 



2(-^ 



2(„g.)-^(»r). 



4) 2'|-( 
5), 2'M 



d^s d^y 

y -..2 — ^-7^ 



df 
^x 



dt 



X 



dt^ 



j\ =i:[m{gX — xZ)), 



6) 



Tl4S-^S)!=^<-(^^--^^)) 



^V"V df 

geschrieben werden.. 

IL Sie drücken aus, dafs die verlorenen Kräfte weder eine 
Verschiebung längs einer der Koordinatenachsen erzeugen, noch 
eine Drehung um eine derselben. 

Atifgabe 239. Welche Beziehungen bestehen zwischen den 
Bewegungsgleichungen Nr. l) bis 3) eines Massensystems (siehe 
vorige Lösung) und denjenigen seines Schwerpunktes? 

Lösung. Von den für die Schwerpunktskoordinaten §, tj und ^ 
geltenden Werten ausgehend kommt man leicht auf 
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wobei M die Gesamtmasse bedeutet. Dies enthält den Satz: Der 
Scbwerpnnkt eines jeden freien Massensystemes bewegt sich so, 
als ob alle Massen in ihm zn einem materiellen Punkte vereinigt 
wären und alle Kräfte parallel zu ihren eigentlichen Richtungen 
auf ihn wirkten. (Princip der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunktes.) 

Aufgabe 240. Zwei in Bewegung befindliche Planeten, 
welche die Massen m^ und m^ haben, unterliegen nur ihrer gegen- 
seitigen Anziehung, die nach dem Newton'schen Gesetze erfolgt. 
Für die Zeit Null ist der Ort des Schwerpunktes beider Körper 
bekannt; desgleichen seine Geschwindigkeit in Bezug auf Gröfse und 
Richtung. 

Man soll mit Benutzung der Lösung der vorigen Aufgabe berechnen 
I. wo sich dieser Massenmittelpunkt zur Zeit t befindet; 
II. in was für einer Bahn er sich bewegt und 

IIL mit welcher Geschwindigkeit. 

Lösung. I. Die unter Nr. 239 aDgegebenen Gleichungen 
fähren zunächst auf 

^^ _ A 

^^ — Ji 
= ^U 



dt 
di 



C^. 



dt 

lehren also, dafs der Schwerpunkt im Sinne der Koordinatenachsen 
immer die konstanten Geschwindigkeiten -4^, B^ und C^ hat, nämlich 
diejenigen, welche er anfänglich besafs. Seine Lage ist daher be- 
stimmt durch 
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in. welchen Ausdrücken ^g) ^2 ^^^ ^2 ^^® Anfangskoordinaten be- 
deuten. 

II, Die Bahn ist eine gerade Linie; ihre a;«/-Projektion bildet 

mit der a;- Achse den Winkel ardan -j" und schneidet auf der f/- Achse 

die Strecke — — ^—z — - ab; ebenso schliefst die a;x?-Projektion 

(j 

mit der erstgenannten Achse den Winkel ardan ~~- ein und trifft 

die zweitgenannte im Abstände ^ ^ . -*~ vom Koordinaten- 

anfange. 

III. In dieser geradlinigen Bahn läuft der Schwerpunkt mit 
der unveränderlichen Geschwindigkeit 

Aufgabe 241. Wie Nr. 240; doch sind nicht zwei, sondern 
n Planeten vorhanden, und es ist die Anziehung irgend eine 
Funktion der gegenseitigen Entfernung. 

Lösung. Da auch hier (wie bei der vorigen Aufgabe) die 
2{mX\ S{mY)- und 2{mZ) gleich Null sind, wie sich leicht 
beweisen läfst, so ergeben sich ganz dieselben Besultate. 

Aufgabe 242. Auf ein räumliches rechtwinkliges Koordi- 
natensystem sind zwei Körper bezogen (Punkte, denen die Massen 
m^ und m^ zukommen). Sie ziehen sich gegenseitig nach dem 
Newton'schen Gesetze an und unterliegen aufserdem der Wirkung 
einer Kraft, welche im Sinne der negativen z thätig ist und die 
Masseneinheit konstant mit der Intensität K beeinflufst. Die Ko- 
ordinaten der Orte beider Körper sind für die Zeit Null bekannt; 
ferner kennt man die Achsengeschwindigkeiten des Schwerpunktes 
des Massensystems für diese Zeit. 

Unter Anwendung der Lösung der Aufgabe 239 soll ermittelt 
werden, wo sich der Schwerpunkt zur Zeit t befindet, mit welcher 
Geschwindigkeit und in was für einer Bahn er sich bewegt. 

Lösung. Im Sinne der x und y rückt der Massenmittelpunkt 
gleichförmig vor, nämlich mit den Geschwindigkeiteji 

und 

14* 
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die er ursprünglich hatte; in der Richtung der positiven z hin- 
gegen mit 

V. == — Kt + C^. 

Hierdurch ist auch die Bahngeschwindigkeit v bestimmt, weil 

sein mufs. * 

Die Koordinaten des Ortes sind zur Zeit t 

dabei lassen sich die Anfangswerte jlg, B,^ und C^ sogleich aus 
denen herleiten, welche man für die ursprünglichen Lagen der 
Massen m^ und m<^ der Aufgabe nach kennt. 

Die aj^-Projektion der Bahn'lst eine Gerade, dei»en Gleichung 
sich ergiebt, wenn aus den vorstehenden Werten von § und ij die 
Zeit ^ eliminiert wird. Die beiden anderen Projektionen sind Para- 
beln; ihre Gleichungen erhält man auf die analoge Weise, nämlich 
dadurch, dafs man t aus denjenigen Ausdrücken wegschafft, welche 
für I und f, bezüglich ri und ?, gefunden worden sind. 

Aufgabe 243. Drei unter einander durch gewichtlose, starre 
gerade Linien verbundene Massen m^, m^^ %, befinden sich zur 
Zeit Null an denjenigen Stellen des Raumes in Ruhe, deren recht- 
winklige Koordinaten %, &j, c^, bezüglich a^^ 2^2 > -^2 ^^^ %) ^3? ^3 
sind. Auf jede der Massen wirkt ihre Schwere im Sinne der nega- 
tiven Z'^ aufserdem, in der Richtung der positiven a?, eine be- 
schleunigende Kraft, welche der Zeit t proportional ist und für 
die Einheit der letzteren die Intensität Tc hat. 

Verlangt wird das in der vorhergehenden Aufgabe Genannte. 

Lösung. Im Sinne der positiven x bewegt sich der Schwerpunkt 
des Systemes mit einer Geschwindigkeit, welche dem Quadrate der 
verflossenen Zeit proportional ist und für ^ = 1 den Wert ^ h be- 
sitzt; in dem der y findet gar keine Bewegung statt (was auch 
ohne Rechnung klar ist); in dem der negativen z nimmt die Ge- 
schwindigkeit in demselben Verhältnisse zu, wie die Zeit und ist 
für die Einheit der letzteren gleich g, (Freier Fall.) 

Als Bahngeschwindigkeit hat man hiemach 



Aufgaben über allgemeinere Bewegungen von Punktesystemeu. 213 
Die Koordinaten des Ortes sind zur Zeit t: 



wobei 






a 



ß = 



^l + ^2. + ^3 
^1% + ^2^2 + h^i 



b 



mi+ m2 + m^ 



- ") 



% + »^2 + *»3 

Was die Bahn anlangt, so erkennt man zunächst, dafs sie in 
einer Ebene liegen mufs, die (im Abstände ß) parallel ist zu der 
der xiS] ihre Gleichung, oder die ihrer Vertikalprojektion, lautet 

Aufgabe 2*44. Es soll mit Benutzung der in der Aufgabe 238 
angegebenen allgemeinen Gleichungen bewiesen werden, dafs jedes 
sich bewegende freie Punktesystem , in welchem auf jeden Punkt 
stetige beschleunigende Kräfte Xj, Y^, Z^ etc. wirken, sich um 
seinen Schwerpunkt gerade so dreht, als ob er fest wäre. 

Lösung. Die sich auf Drehung beziehenden allgemeinen Be- 
wegungsgleichungen sind die unter 4), 5) und 6) bei Nr. 238 an- 
geführten. 

Es seien zur Zeit Null x, y und z die Koordinaten eines all- 
gemeinen mit der Masse- m versehenen Punktes der Verbindung 
in Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Anfang mit dem 
Schwerpunkte zusammenfallen möge. Nach Verlauf der Zeit t soll 
Letzterer an eine Stelle gekommen sein, deren Koordinaten J, i^, f 
sind. Durch diese neue Lage des Schwerpunktes werde ein zweites 
Achsensystem gelegt, gleichgerichtet zum ersten. Bezüglich dieses 
neuen Systemes mögen die Koordinaten von m mit äj^, y^^ z^ be- 
zeichnet werden. Die auf die Drehung um die a?-Achse sich be- 
ziehende Gleichung 4) der Nr. 238 lautet dann 




\{n + Vi) 



dH + d\ ^^^^^^d^ri + d'y,-^ 



df '" ' '' df 

= 2{m[{ri+y,)Z-iS + ,,)Y]}, 
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Besser geordnet (um zu zeigen, dafs die |, ij und f verschwinden) 
giebt dies 



K"^ d?-^ -d?)\^ 2\'^\'^ lif -^ -df)] 



df 


,^y. 
^~de 


de 


''de 






+2|4.0-'.S))+^|4.^-'.^) 

Für alle Punkte des Massensysteras sind |, 17 und i dieselben; 
man kann also das erste Glied der linken Seite der Gleichung 
schreiben: • 

und das erste der rechten: 

iflS{mZ)—i2{mY); 

diese beiden Werte sind einander gleich. 

Das zweite Glied links kann in der Form 

gegeben werden; ebenso das dritte in der Gestalt 

Da nun das Koordinatensystem den Schwerpunkt als Ursprung 
hat, so sind die Summen S{my^ und 2(m0^) gleich Null; mithin 

auch die anderen ^, ( tw -^ ) und ^, ym -ttt )* 
Die- vorstehende Gleichung lautet daher 



[4^^-^^%}-^{^(y^^-^^^)) 



Hiermit ist bewiesen, dafs die Drehung um die o;- Achse .gerade 
so erfolgt, als ob der Schwerpunkt fest wäre. 

Der Nachweis in Bezug auf die beiden anderen Achsen läfst 
sich eben so führen. 

Atifgabe 245. Zwei Massen m^ und m^, welche sich zur Zeit 
Null an den durch die rechtwinkligen Koordinaten a^ und b^, be- 
züglich Og nnd &2f bestimmten Stellen einer Vertikalebene in Buhe 
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befunden haben und durch eine starre, gewichtlose Gerade von 
der Länge a verbunden sind, unterliegen nur der Einwirkung ihrer 
Schwere, die in der Richtung der negativen y erfolgt. Die Natur 
derjenigen Bewegung, welche dieses Massensystem annehmen muTs, 
ist (als freier Fall) vollkommen bekannt; man soll die „allge- 
meinen Gleichungen der Bewegung** (Lösung der Aufg. 238, be- 
züglich 239) zur Anwendung bringen und nachsehen, ob und in 
welcher Weise die mittelst derselben sich ergebenden Eigenschaften 
der vorliegenden Bewegung mit ihrer voraus bekannten Art über- 
einstimmen. 

Lösung.^ Nach Nr. 238 hat man als Differentialgleichungen 
der Bewegung 

1) ^1-^ + ^2-^2=0, 

2) ^1 "^ + ^2 -^ = — ^ (% + %)j 

. . / d^y. d^x.\ , / ^y^ d^xA , , ^ 

3)- % V^:dfi~^^~dF)'^^A^^~dF''^''~dF) ^K ^1+^2^2), 

in denen x^ und y^ die Koordinaten von m^, hingegen X2 und 1/2 
die von m2 zur Zeit t sind. 
Aus 1) folgt zunächst 

wobei Vx^ und Vx^ diejenigen Geschwindigkeiten bedeuten, welche die 
Massen m^ und m2 im Sinne der positiven x haben; nachher: 

Dies stimmt mit der Natur des freien Falles offenbar ganz überein. 
Dieselbe Uebereinstimmung zeigen auch die Gleichungen 

w*i% + w»2% = — fl' (% + »»2) ^ 
und 

»Wi2/i + ^»2^2 = — ^9(^1 + ^2) i^ + ^ih + W»2&2> 

welche aus 2) folgen und in deren erster Vy^ und Vy^ die Geschwindig-/ 
keiten von m^ und iWg im Sinne der positiven y sind. 
Endlich folgen aus 3) die Gleichungen 

w»i i^i^Vi — yi^x,) + ^2 (x2Vy^ — y^VxJ = — g (w^ai + mgag)^ 

und 

m^S^ + m282 = — ^gitn^Ui + m^a^f^ 



216 Aufgaben über allgemeinere Bewegungen von Panktesystemen. 

in deren letzter S^ und ^2 die von den Leitstrablen beschriebenen 
(und von der Anfangslage aus gerechneten) Flftehen bedeuten. 
Auch dies widerstreitet nicht, wie sich leicht nachweisen läfst, 
der Natur des freien Falles. 

Benutzt man statt der Gleichungen l) und 2) die aus Nr. 239 
folgenden und für die Bewegung des Schwerpunktes geltenden 



und 






so liefern diese: 

v, = 0, Vrj= -gt, 1= i 1]" -^undiy:^ '-'-J^ -^ ~ yt^, 

* m^ -f- m2 m^ -\- m2 

was sich ebenfalls mit der ohne Rechnung bekannten Art der Be- 
wegung in Übereinstimmung befindet. 

Aufgabe 246, Wie Nr. 245, doch mit folgenden Änderungen: 
Auf m^ wirkt im Sinne der positiven x eine beschleunigende Kraft, 
welche der Zeit t proportional ist und in dem Augenblicke ^ = 1 
die Intensität Ä^ hat; im Sinne der positiven y eine solche, welche 
sich proportional dem Quadrate von t ändert und zur Zeit 1 den 
Wert B^ besitzt. Auf mg sind zwei beschleunigende Kräfte ganz 
in derselben Weise thätig, nur mit dem Unteischiede, dafs sie zur 
Zeit 1 die Intensitäten J-g, bezüglich ^g? haben. Die Schwere 
wirkt nicht. 

Es sollen die unter Nr. 238 und 239 angegebenen allgemeinen 
Gleichungen benutzt werden, um Eigenschaften derjenigen Be- 
wegungsart zu ermitteln^ welche das Massensystem annimmt. 

Lösung. Die unter Nr 239 angeführten Gleichungen liefern 
sofort für die Geschwindigkeiten des Schwerpunktes im Sinne der 
Achsen: 

Vtj = -^k2t , 

, . , A.m. + -4oW»2 . ^ _ _ B.m, + B^m., . . 

wobei Ä. == , - — ist und ko =—^ — = — -: sodano, mit 

mi + twg m^ + W2 

Benutzung der Abkürzungen ^ — ^-^ = aund ^ = p, 
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ftir seine Koordinaten 

die Bahn hat daher die Gleichung 



'' = ^^"'[|"(^~"^]*=^- 



Mit derselben Leichtigkeit führt das bei Nr. 238 Angegebene 
(unter Beibehaltung der in der vorigen Lösung verwendeten Be- 
zeichnungen) auf 

m^ üy^ + m^Vy^ = -J- (j^i Ml + ^2^2) ^^ 
m^^i + rn^y^ = iV(^i% + ^i'^2)^^ + ^1% + ^2^2- 
Alle diese Gleichungen enthalten hübsche leicht in Worte zu 
fassende Bewegungsgesetze. 

Aufgabe 247. Zwei Planeten (Punkte), deren Massen m^ und 
m^ sind, ziehen sich- gegenseitig nach dem Newton' sehen Gesetze 
an und unterliegen aufserdem noch, nach demselben Gesetze, der 
Anziehung eines festen Centralkörpers (Punktes), dessen Masse m 
ist. Der Letztere wird als Anfang eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystemes genommen, bezogen auf welches die beiden Planeten 
zur Zeit t durch aj^, y^ z^^ bezüglich X21 y^t ^21 i^irer Lage nach 
bestimmt werden. Die gegenseitige Entfernung derselben heifse 
allgemein U] der Abstand des ersten Planeten vom Centralkörper 
werde rj, der des zweiten r2 genannt. Wenn sich nun die beiden 
Planeten bewegen, so, beschreiben ihre Leitstrahlen r^ und r2 im 
Räume gewisse Flächen, deren Inhalte S^ und >$^2 heifsen und von 
der Zeit ^ = an gerechnet werden mögen. Wir projicieren diese 
Flächen auf die yz-^ xz-^ aJ^Z-Ebene und nennen die Inhalte der 
Projektionen CT^, ZJg, Fj, Fg, TFj, TFg. 

Es sollen nun die Gleichungen 4) bis 6) der Lösung der Auf- 
gabe 238 auf die Bewegung des vorliegenden Massensystems an- 
gewendet und soll eine Eigenschaft dieser Bewegung ermittelt 
werden, indem man die Z7, V und W bei der zweiten Integration 
der genannten Gleichungen mit in die Rechnung hineinnimmt und 
herleitet, nach welchem Gesetze diese Flächenprojektionen be- 
schrieben werden. 
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Lösung. Die X, Y und Z sind leicht zu ermitteln; mit ihneu 
hat man dann auch die auf den rechten Seiten der erwähnten 
drei Gleichungen vorkommenden Summen, findet nämlich, dafs sie 
verschwinden; hierdurch gelangt man zu drei Differentialgleichungen, 
die sich, wenn die U^ V und W eingeführt werden und die Be- 
ziehungen 

etc. gehörige Beachtung finden, ohne Schwierigkeiten integrieren 
lassen. Sie liefern die interessanten und leicht in Worte zu fassen- 
den , Gesetze : 

m^ U^ -|- m^ U2 == Ät^ 

m^Vi + mgFg = Bt, 

in denen J., B und C konstante Q^röfsen sind. 

Aufgabe 248. Wie Nr. 247, doch mit folgenden Unterschieden: 
Es liegen n Planeten vor, die mit den Massen m^, »Wg, %, . . . 
nin versehen sind; der Centralkörper fehlt; die gegenseitige An- 
ziehung ist ganz allgemein irgend eine Funktion der Entfernung. 

Lösung. Zieht man zunächst nur zwei der Planeten in Be- 
tracht, erweitert dann aber das Gefundene auf alle w, so gelangt 
man wieder leicht zu den für die rechten Seiten der Gleichungen 
4) bis 6) von Nr. 238 nötigen Summen; dieselben sind auch hier 
gleich Null. Das bei der vorigen Lösung Angedeutete benutzend, 
findet man schliefslich (unter Beibehaltung der in Nr. 247 ein- 
geführten Bezeichnungen) die wichtigen Sätze 

2(m U) = Ät, 
2{m Y)^Bt, 
2 (mW) = et, 

welche das „Princip der Erhaltung der ]^lächen" ausdrücken. 

Aufgabe 249. Es soll untersucht werden, ob der zu Ende 
der vorigen Lösung gefundene Satz auch dann noch gilt, wenn die 
Planeten aufser ihrer gegenseitigen Anziehung noch einer anderen 
unterliegen, welche von einem im Koordinatenanfange stehenden 
Centralkörper (Punkt) herrührt und ebenfalls irgend eine Funktion 
der Entfernung ist. 
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Lösung. Der Einflufs des Centralkörpers ändert, wie sich 

leicht nachweisen läfst, nichts an dem Nullwerden der in der 
vorigen Lösung erwähnten Summen; das oben gefundene Gesetz 

besteht also auch hier. 

Aufgabe 250. Gegeben ist ein System von Massen m^, Wg« 
^3, ... mn'^ bekannt sind femer die auf die Masseneinheiten in den 
Richtungen der positiven Koordinaten eines rechtwinkligen Systemes 
wirkenden Komponenten X^, r^, Z^, bezüglich X^^ F2, Zg u. s. w. 
sämtlicher Kräfte; gefragt wird nach der Summe der mechanischen 
Arbeiten [^ 2 (m v^)] und nach denjenigen nächsten Folgerungen, 
die sich an das gefundene Resultat in Bezug auf die lebendige 
Kraft des Massensystemes knüpfen. 

Lösung. Man findet 

ii:(mv^) = i:[mf (Xdx + Ydy + Zdi^)] + Const, 

wobei die Integration sich auf die Zeit bezieht, so dafs auch ge- 
schrieben werden kann 

t^ t 

^ Z {mv^) — \2 (mV) = -S Tm / {Xdx + Ydy + Zdz)\ • 

Ist Xdx + ^^^ + -^^^ ^^^ vollständige Differential einer 
Funktion F der Koordinaten, so läfst sich die Integration aus- 
führen; man kann dann also die Zunahme der lebendigen Kraft 
berechnen, wenn für den Anfang und das Ende des in Betracht 
kommenden Zeitraumes der Ort aller Punkte bekannt ist. So oft 
das System durch die nämliche Lage geht, wird die Summe der 
lebendigen Kräfte wieder dieselbe. 

Wenn Xdx + Ydy + ^^^ gleich Null ist, so hat 2 (mv^) 
unveränderliche Gröfse. (Princip der Erhaltung der leben- 
digen Kraft.) 

Aufgabe 251. Eine Kugel (Punkt) wird proportional ihrer 
Masse m und der n^^ Potenz der Entfernung senkrecht gegen eine 
Ebene angezogen. Im Abstände h von der Letzteren hat sie in 
beliebiger Richtung die Geschwindigkeit c, und in der Entfernung 
1 ist die Beschleunigung der Anziehung gleich k. Widerstände 
finden nicht statt. 
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Durch Anwendung des bei der vorhergehenden Lösung er- 
haltenen Satzes von der lebendigen Kraft soll man diejenige Ge- 
schwindigkeit V berechnen, welche die Kugel dann besitzt, wenn 
der Abstand h sich bis auf z vermindert hat. 

Man soll ferner das gefundene Resultat auf den Fall anwenden, 
dafs die vorliegende Anziehung die konstante Schwere der Kugel ist, 
und auf den anderen, dafs diese Anziehung nach dem Newton'schen 
Gesetze erfolgt. 

Lösung. Für n ==■ — 1 ist 



v^yr^ + 2kl—', 



für n ^ — 1 hingegen 



y w+ 1 

Wenn nur die unveränderliche Schwere wirkt, so wird hieraus 
das sehr bekannte 



liegt das Newton'sche Anziehungsgesetz vor, so ist 



'=]/»*+ ^' (i - i) 



Aufgabe 252. Wie Nr. 80; doch soll nur die Bahngeschwin- 
"digkeit v des sich bewegenden Punktes berechnet werden und zwar 
durch Benutzung des unter Aufgabe 250 gefundenen Satzes von 
der lebendigen Kraft. 

Lös ung. Die beschleunigenden Kräfte sind nach der zu Nr. 80 
gegebenen Lösung bekannt; führt man ihre Werte ein in die unter 
250 dagewesene Gleichung, so folgt sogleich 



Aufgabe 253. Für den unter Nr. 99 näher bezeichneten 
beweglichen Punkt soll die Geschwindigkeit v wiederum durch An- 
wendung des Satzes von der Summe der mechanischen Arbeiten 
(250) abgeleitet werden. 
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Lösung. Es ergiebt sich alsbald das unter Nr. 99 angeführte 
Resultat. * 

Aufgabe 254. Jede der zwei Massen m^ und n»^» ^^® ®^^ '^^' 
veränderliches System bilden, wird von einer Ebene derartig ab- 
gestofsen, dafs diese Abstofsung dem Quadrate der Entfernung von 
der Ebene umgekehrt proportional ist und für die Einheit dieses 
Abstandes die Beschl^unigmig k erteilt. Anfänglich befinden sich 
die beiden Massen in den Entfernungen a^^und a^ (von der Ebene) 
in Ruhe. 

Welche lebendige Kraft besitzt das System, wenn die Massen 
um z^ bezüglich z^^ von der Ebene abstehen? 

Wie grofs ist diese lebendige Kraft dann, wenn nicht zwei 
Massen, sondern deren n vorliegen, die sich anfänglich in den Ab- 
ständen a^, a^, aQy,.,an in Ruhe befunden haben?« 

Lösung. Das in der Lösung zu Nr. 250 Angegebene führt auf 

als Gröfse der gesuchten lebendigen Kraft. In der Form 

geschrieben, gilt der Ausdruck zugleich für n Massen, nur dafs sich 
dann das Summenzeichen nicht blofs auf zwei, sondern auf n Glieder 
erstreckt. 

Aufgabe 255. Drei auf einander senkrechte Ebenen stofsen 
jede der Massen m^, Wg, mg, welche unter einander fest verbunden 
sind, derartig ab, dafs diese Abstofsung immer der Entfernung 
von der betreffenden Ebene proportional ist und für die Einheit 
dieser Entfernung die Beschleunigung Ä^ erteilt. Anfänglich be- 
finden sich die drei Massen in bekannten Abständen von den drei 
Ebenen in Ruhe. 



i 
) 



* Man erkennt leicht, in welcher Weise der in den vorhergehenden 
Capiteln enthaltene Stoff sich benutzen läfat, um (wie dies bei Nr. 251, 
262 und 253 geschehen ist) Aufgaben zu bilden, die mittelst der in diesem 
sechsten Capitel dagewesenen allgemeinen Sätze gelöst werden können; 
auch wird man bemerken, dafs diese allgemeinen Sätze bei vielen Lö- 
sungen in den vorhergehenden Capiteln (wenn auch versteckt) benutzt 
worden sind. 
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Es soll berechnet werden, welche lebendige Eraffc das System 
in jeder beliebigen Stellung besitzt and zwar sowohl wenn nnr 
drei, als auch wenn allgemein n Massen vorliegen. 

Lösung. Bezeichnet man die Abstände der drei Massen fn^^ 
m^, m^ von dem gemeinschaftlichen Punkte der abstofsenden Ebenen 
mit r^, r^ r^ und die anfänglichen Werte dieser Entfernungen mit 
PuPijPif 80 iß* (nach Nr. 250) 

oder 

wobei letzteres sowohl für drei, als auch allgemein für n Massen 
Giltigkeit hat. 



